
第十届全国周培源大学生力学竞赛
（个人赛）试题
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出题学校：

本试卷共4题   满分120分   时间3小时30分
注意：答卷中各题所得的最后计算结果用分数表示或用小数表示均可。
第1题（30分）
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某工厂利用传送带运输边长为b的均质正方体货箱。已知货箱质量为m，绕自身中心轴的转动惯量为J，并且 
[image: image452.bmp]，传送带A倾角为 ( (
[image: image2.wmf]o
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)，速度为
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，传送带C水平放置，B处为刚性支承。考虑货箱与传送带之间的摩擦，设两者之间的静摩擦因数为 
[image: image4.wmf]s
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，动摩擦因数为
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，并且 
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(1) 若货箱在O处由静止轻轻放在传送带A上，如图 (A) 所示，试判断货箱在到达刚性支承B之前是否会翻倒，并论证你的结论。
(2) 当货箱运动到传送带A底部时，其角部恰好与刚性支承B的顶端发生撞击，假设撞击过程为完全非弹性碰撞，货箱能顺利翻过刚性支承B到达传送带C，如图 (B) 所示，则释放点O到传送带A底部的位置s应该满足什么条件？（忽略两个传送带之间的距离）
第2题（25分）
[image: image441.bmp]动物园要进行猴子杂技表演，训猴师设计了如下装置：在铅垂面内固定一个带有光滑滑槽，半径为 [image: image7.wmf]R

 的圆环，取一根重为 P，长为 [image: image8.wmf]R
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 的均质刚性杆AB放置在圆环滑槽内，以便重为Q的猴子沿杆行走，已知 [image: image9.wmf]Q

P
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。
(1) 如图 (A) 所示，试求猴子处于距杆AB端点A距离为d时，杆的平衡位置？（用杆AB与水平线的夹角θ表示）

(2) 设两只重量均为Q的猴子同时进行训练。训猴师首先让猴甲静坐在杆AB的A端，并且使猴甲-杆系统处于平衡，然后让猴乙从杆的B端无初速的沿杆AB向猴甲运动，如图 (B) 所示。试问猴乙应该如何走法才能不破坏原猴甲-杆系统的平衡状态？

第3题（30分）
如图传送装置中，AB是一段横截面为矩形的梁，A端自由，B端固定。截面宽度为b，高度为 
[image: image10.wmf]h



 EMBED Equation.3 [image: image11.wmf])
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。弹性模量为 
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，泊松比为 
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。设传送带连同带上分布均匀的散装物在单位长度上的重量为q，传送带给予AB梁单位长度的切向作用力为t。建立图示的坐标系，考虑离A端为已知长度L 
[image: image14.wmf])
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 的C截面，假定该截面中水平直线上的切应力均匀分布。
(1) 若q和t为已知，试确定C截面的上边缘P点和下边缘Q点的应力状态，画出单元体示意图，并写出各应力分量的表达式。
(2) 若q和t为已知，试求C截面上切应力的表达式。
(3) 事实上，q和t的数值不易直接得到。为了用电测法测定q和t的具体数值，拟在C截面所在区域且垂直于C截面的外表面上贴应变片。暂不考虑温度补偿片及组桥连接等事宜，先设计一个贴片最少的方案，并说明如何利用这些应变片的读数来求得q和t的数值。
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第4题（35分）
如图横梁的长度为 
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，横截面是底边 
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的矩形。梁的左端A

为固支端，右端B自由。材料性能常数 
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，屈服极限 
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 和比例极限 
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今有一批质地均匀、每块重量为 
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、长度也为 
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的软金属板需要整齐地叠放在梁上，如
图 (A) 所示。现拟用一根长度为 
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、直径 
[image: image25.wmf]mm

36

=

d

、材料与横梁相同的圆杆来提高横梁的承载能力。限于条件，只有梁下方
[image: image26.wmf]mm
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处的地基可以对圆杆提供支撑；而且圆杆两端都只能用球铰与横梁和地基相连接。两个铰支座的水平位置可以根据需要分别随意调整，圆杆的长度也可以随之而任意截取，如题图 (B) 所示。
(1) 定性分析：如何使用这根圆杆，使之与横梁形成合理的结构，才能尽可能多地放置金属板？
(2) 不计横梁和圆杆的重量，根据问题 (1) 的要求，设横梁和圆杆的安全因数均为 
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，设计和定量地计算这一结构。结果中长度精确到 
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(3) 根据你的设计，加上支撑后的横梁最多可以堆放多少块金属板？
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第十届全国周培源大学生力学竞赛（个人赛）
详细参考解答及评分标准
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出题学校：
评分总体原则

各题均不限制方法。若方法与本文不同，只要结果和主要步骤正确，即给全分；若方法不同而结果不正确，各地自行统一酌情给分。本文中多处用图形解释，若试卷中未出现相应图形但已表达了同样的意思，则同样给分。计算结果用分数或小数表达均可。

本文中用浅黄色标识的公式和文字是给分的关键点，其后圆圈内的数字仅为本处的所得分值。
第1题（30分）
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某工厂利用传送带运输边长为b的均质正方体货箱。已知货箱质量为m，绕自身中心轴的转动惯量为J，并且 
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，传送带A倾角为(（
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，传送带C水平放置，B处为刚性支承。考虑货箱与传送带之间的摩擦，设两者之间的静摩擦因数为 
[image: image32.wmf]s
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，动摩擦因数为
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，并且 
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(1) 若货箱在O处由静止轻轻放在传送带A上，如图 (A) 所示，试判断货箱在到达刚性支承B之前是否会翻倒，并论证你的结论。
(2) 当货箱运动到传送带A底部时，其角部恰好与刚性支承B的顶端发生撞击，假设撞击过程为完全非弹性碰撞，货箱能顺利翻过刚性支承B到达传送带C，如图 (B) 所示，则释放点O到传送带A底部的位置s应该满足什么条件？（忽略两个传送带之间的距离）
解答及评分标准
 (1) （本小题12分）首先分析货箱在传送带上的运动。

[image: image446.wmf]x

由于货箱静止放置在传送带上，而传送带具有速度
[image: image35.wmf]0
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，所以初始运动阶段，货箱相对于传送带产生滑动。该阶段货箱受力如图1-a(A) 所示，图中G为货箱重力，F为摩擦力，FN为传送带给货箱的法向反力，a1为货箱在初始加速阶段的加速度。

由质心运动定理，
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式中，
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。由式 (1-1) 得货箱质心的加速度
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当货箱与传送带同速的瞬间，二者相对静止，无滑动摩擦。货箱的最大静摩擦力
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此后，若货箱重力沿斜面向下的分量 
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 大于该静摩擦力，货箱还将继续向下做加速运动，并且受力如图1-b(A) 所示，此时满足 
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由上式解得
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按照上述方法求解得该阶段货箱的加速度
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当 
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，货箱与传送带同速后将一起以速度
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作匀速运动。
再分析货箱是否会倾倒。货箱相对于传送带滑动过程中，可能存在两种倾倒情况：初始加速阶段绕右下角M点倾倒，或同速后再次加速阶段绕左下角N点倾倒 ②。在货箱上考虑惯性力，记货箱在上述两种情况下的惯性力分别为 
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 和 
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，利用达朗贝尔原理求解。如果考生只考虑了一种货箱可能翻倒的情况，此处只给 ① 分。
首先分析货箱绕右下角M点倾倒情况。设 
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 距M点距离为 
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，如图1-a(B) 所示，根据达朗贝尔原理，
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式中，  
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由式 (1-7)、(1-8) 得
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再分析货箱绕左下角N点倾倒情况。设 
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 距N点距离为 x2，如图1-b(B)所示，同样有
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式中，  
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利用式 (1-10)、(1-11) 得
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由于 
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，所以式 (1-9) 和式 (1-12) 满足
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即货箱在传送带A上运动时不会翻倒。① 如果考生只分析了一种货箱可能翻倒的情况，但仍然得出“不会翻倒”这一结论，则此处不给分。
(2) （本小题18分）设货箱运动到底部与钢支承B撞击之前质心速度为
[image: image67.wmf]1
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。货箱从O点开始运动，直到到达传送带C整个运动过程分三个阶段。第一阶段：从O点运动到传送带底部并获得速度
[image: image68.wmf]1
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；第二阶段：撞击刚性支承B；第三阶段：撞击后货箱运动到传送带C。

先分析撞击过程。由于货箱和支承B碰撞过程为完全非弹性，所以撞击后货箱不会弹起，而是绕着碰撞点B作转动 ①，碰撞前后质心速度方向发生突变。设碰撞后货箱质心速度为
[image: image69.wmf]2
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，角速度为
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，碰撞前后的速度方向及碰撞冲量如图1-c所示。
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由图1-c(B)，碰撞冲量满足
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所以撞击前后货箱对B点的动量矩守恒，即
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式中，碰撞后速度 
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 为货箱相对于质心的转动惯量。将两式代入式 (1-15) 可得撞击后货箱的角速度
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再分析撞击后货箱的运动。由于碰撞结束后货箱运动过程中只有重力做功。故可利用机械能守恒求解。撞击结束瞬间，如图1-d(A)所示，货箱的动能
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选取B点为零势能点，则在该位置货箱势能
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只有货箱跨过图1-d(B)位置，才能到达传送带C，设该位置货箱的动能为 
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，撞击后，货箱能翻到传送带C的条件是
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根据机械能守恒定律
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将式 (1-17)~ (1-19) 代入上式得
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由上式解得
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因此，要满足 
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从图1-d中易求得 
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。将以上各式连同式 (1-16) 代入式 (1-23)，得货箱能够达到传送带C的条件是
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即货箱滑到底部，与刚支承B碰撞前至少具有如下速度
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最后分析撞击前货箱能达到该最小速度的条件。
由问题 (1) 可知，当 
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若 
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[image: image96.wmf]min

1

0

v

v

³

，则货箱速度未与传送带同步之前已经达到 
[image: image97.wmf]min

1

v

，s的表达式同式 (1-26) ①；若 
[image: image98.wmf]min

1

0

v

v

<

，则货箱与传送带同速之后还需继续向下运动直至速度达到 
[image: image99.wmf]min

1

v

，并且

   
[image: image100.wmf]2

2

0

2

min

1

1

2

0

2

1

2

2

a

v

v

a

v

s

s

s

-

+

=

+

=

 。                                                 (1-27)

将式 (1-2)、式 (1-6) 和式 (1-25) 代入得
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 。②                           (1-28)
第2题（25分）
动物园要进行猴子杂技表演，训猴师设计了如下装置：在铅垂面内固定一个带有光滑滑槽，半径为 [image: image102.wmf]R

 的圆环，取一根重为 P，长为 [image: image103.wmf]R

l
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 的均质刚性杆AB放置在圆环滑槽内，以便重为Q的猴子沿杆行走，已知 [image: image104.wmf]Q
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。
(1) 如图 (A) 所示，试求猴子处于距杆AB端点A距离为d时，杆的平衡位置？（用杆AB与水平线的夹角θ表示）

[image: image451.bmp]
(2) 设两只重量均为Q的猴子同时进行训练。训猴师首先让猴甲静坐在杆AB的A端，并且使猴甲-杆系统处于平衡，然后让猴乙从杆的B端无初速的沿杆AB向猴甲运动，如图 (B) 所示。试问猴乙应该如何走法才能不破坏原猴甲-杆系统的平衡状态？

解答及评分标准
(1) （本小题10分）解法一：采用分析静力学方法，利
用虚位移原理寻求猴-杆系统的平衡位置。建立坐标系如图2-a所示，用[image: image105.wmf]K

表示猴子的位置。由于A、B处为理想约束，约束力[image: image106.wmf]A
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和[image: image107.wmf]B

N

在相应的虚位移不做功，系统只有重力做功。设AB杆的质心为C，则圆心O到杆AB质心C的距离
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显然，在
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将式 (2-1) 和 (2-2) 分别取变分得
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根据虚位移原理，猴-杆系统平衡时有
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将式 (2-3) 代入得
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或      
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解法二：采用刚体静力学方法，直接列平衡方程求解。系统受力如图2-b所示，建立图示坐标系，垂直于杆方向为x轴, 沿AB轴方向为y轴。用[image: image120.wmf]K

表示猴子的位置。对系统列平衡方程，
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由上面第一式和第二式得
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代入第三式得
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(2) （本小题15分）根据第 (1) 题的结论，当猴甲静坐在杆A端时，
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当猴乙运动到杆上任意位置时其惯性力方向及系统受力如图2-c所示。对猴-杆系统运用达朗贝尔原理，
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 。⑤               (2-7)
将式 (2-6) 代入整理得
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 。  ③                                                       (2-8)
上式即为保持原猴甲-杆系统平衡状态不变的情况下，猴乙的运动应满足的微分方程。上式对应的齐次方程的通解为
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易知微分方程 (2-8) 的一个特解可取为 
[image: image138.wmf]C

s

=

2

，代入式 (2-8) 可得


[image: image139.wmf]3

3

2

2

R

C

s

=

=

。                                                           (2-10)
故微分方程 (2-8) 的通解为
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式中，A和B为积分常数，可由初始条件确定。当t ( 0时，猴乙在杆的B端，而且初速度为0，所以初始条件为：当t ( 0时，
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利用上述条件，可求得积分常数
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将式 (2-13) 代入式 (2-11) 可得猴B的行走规律
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即猴乙按照上述规律运动时，不会破坏原猴甲-杆系统的平衡状态。

第3题（30分）
如图传送装置中，AB是一段横截面为矩形的梁，A端自由，B端固定。截面宽度为b，高度为 
[image: image146.wmf]h



 EMBED Equation.3 [image: image147.wmf])
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。弹性模量为 
[image: image148.wmf]E

，泊松比为 
[image: image149.wmf]n

。设传送带连同带上分布均匀的散装物在单位长度上的重量为q，传送带给予AB梁单位长度的切向作用力为t。建立图示的坐标系，考虑离A端为已知长度L 
[image: image150.wmf])

5

(

h

L

>

 的C截面，假定该截面中水平直线上的切应力均匀分布。
(1) 若q和t为已知，试确定C截面的上边缘P点和下边缘Q点的应力状态，画出单元体示意图，并写出各应力分量的表达式。
(2) 若q和t为已知，试求C截面上切应力的表达式。
(3) 事实上，q和t的数值不易直接得到。为了用电测法测定q和t的具体数值，拟在C截面所在区域且垂直于C截面的外表面上贴应变片。暂不考虑温度补偿片及组桥连接等事宜，先设计一个贴片最少的方案，并说明如何利用这些应变片的读数来求得q和t的数值。







解答及评分标准

(1) （本小题6分） AB部分可简化为上表面承受均布的竖向荷载q和切向荷载t的悬臂梁，如图3-a所示。在梁中截取坐标为x的截面，如图3-b所示。由平衡条件可导出，该截面上各内力分量为（注意，所有已知量按实际方向画出，所有待求量按正向画出）
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截面上的正应力由拉伸应力 
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 和弯曲应力 
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 构成。对于坐标为x的截面上坐标为y的点，
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特别地，在C截面，
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此外，易于由平衡条件得
        
[image: image167.wmf]b

q

y

-

=

s

，①  
[image: image168.wmf]b

t

xy

-

=

t

。① 此处的第二式若无负号，但单元体图正确，也给 ① 分。
P点处于双向应力状态，其单元体示意图如图3-c所示。
在C截面下边沿Q点，
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由于梁的下表面是自由表面，故 
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。Q点
处于单向应力状态，其单元体示意图如图3-d所示。
(2) （本小题10分）为了导出截面上任意处的切应力 
[image: image174.wmf]t

的一般表达式，在C截面附近截取梁中的一个微段 
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，再截取其坐标为y的水平面以上直到上边沿的部分，如图3-e所示。其左截面（图中灰色区域）正应力的合力按照实际的方向（即图中所标识的方向）应为
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式中，
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图4- e中右截面上的正应力的合力可记为 
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记微元区段左截面上坐标为y处的切应力为 
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将式 (3-1) 代入上式便可得
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将式 (3-6) 代入上式便可整理得
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特别地，在C截面上，
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。 ④                                 (3-7b)
这就是所求的切应力的表达式。负号说明切应力的实际方向与图3-e所示方向相反。例如，形心轴处（
[image: image191.wmf]0

=

y

），单元体的切应力方向如图3-f所示（图中未标出正应力）。
    如果考生在图3- e中，假设切应力
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的方向是向左的，那么式 (3-7) 中就没有负号。
(3) （本小题14分）在C截面所在区域的各外表面中，上表面有传送带覆盖，贴应变片不大现实。故只有侧面和下表面比较合适。同时，太靠近棱边的区域贴片，可能导致数据不够真实，也是应该避免的。
由于各应力分量沿y方向连续分布，因此可以预料，在截面上存在着应力分量 
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 对沿坐标轴方向的线应变没有影响，但对其他方向的线应变有影响，因此，如果所贴应变片是沿坐标轴方向的，一枚沿轴向，记为 
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上式涉及正应力分量 
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，这个分量可按下述方法进行分析。
在图4-e中，根据式 (4-7a)，微段左截面上坐标为y的水平线以上的部分切应力的合力为
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由y方向上的力平衡，如图4-e，有
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这样，
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 的一般表达式分别由式 (3-2) 和式 (3-9) 给出。
可在C截面区域的侧面的不同位置粘贴应变片，从而构成不同的贴片方案。
第一种方案：可选择在侧面中线的K处贴片，如图3-g所示。在该处，
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由式 (3-8) 可知，
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第二种方案：可选择在侧面中线上方的S处贴片，S处距中线 
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    在第二种方案中，贴片处与中线的距离可以不是 
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。原则上，到中线的距离远一些为好，但应避免取 
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，只要算式正确，均算全对。
注意：如果考生没有求出 
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 的表达式，直接考虑贴片，那么，应变片可用3片。以下的三种方案，若算式都正确，则本小题统一给 ⑥ 分。
第三种方案：可选择在侧面中线的K处贴片，并贴成如图3-i所示的直角应变花。由于在中线上，与式 (3-10a) 相同，
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由式 (3-7) 可知，在K处的切应力按照其实际方向，可写为
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在K处沿45°方向上的线应变
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第四种方案：除了在中线K处沿坐标轴方向贴片之外，再在底面沿轴向贴片，如图3-j所示。应变片共计仍用3片。
与第一、第二种方案类似，由 
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在C截面所在底面处沿轴向贴一枚应变片
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将式 (3-10a) 代入上式即可得
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第五种方案：在第四种方案中，应变片
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不一定要选择在侧面的中线K处，也可选择在侧面的S处贴片，该处的纵坐标为
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另外，在C截面所在底面处沿轴向贴一枚应变片
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上两式构成关于
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的线性方程组，联立求解可得
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显然，侧面的两枚应变片也可以贴在中线的下方。

第4题（35分）
如图横梁的长度为 
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，横截面是底边 
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的矩形。梁的左端A

为固支端，右端B自由。材料性能常数 
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，屈服极限 
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 和比例极限 
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今有一批质地均匀、每块重量为 
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、长度也为 
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的软金属板需要整齐地叠放在梁上，如
图 (A) 所示。现拟用一根长度为 
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、直径 
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、材料与横梁相同的圆杆来提高横梁的承载能力。限于条件，只有梁下方
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处的地基可以对圆杆提供支撑；而且圆杆两端都只能用球铰与横梁和地基相连接。两个铰支座的水平位置可以根据需要分别随意调整，圆杆的长度也可以随之而任意截取，如题图 (B) 所示。
(1) 定性分析：如何使用这根圆杆，使之与横梁形成合理的结构，才能尽可能多地放置金属板？
(2) 不计横梁和圆杆的重量，根据问题 (1) 的要求，设横梁和圆杆的安全因数均为 
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，设计和定量地计算这一结构。结果中长度精确到 
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(3) 根据你的设计，加上支撑后的横梁最多可以堆放多少块金属板？

解答及评分标准

(1) （本小题7分）横梁的右部增加一个斜撑，实际上增加了一个向上的力和向右的力。向上的力可以改善横梁的弯曲强度，故不可缺少。但向右的力使横梁产生拉弯组合变形，加大了横梁横截面上的最大正应力，故该项作用力对强度不利。若要完全消除向右的作用力，则圆杆应处于铅垂位置。另一方面，对斜撑而言，由于是受压杆，可能存在稳定问题。圆杆越长，稳定性越差。因此，圆杆处于铅垂位置具有最好的稳定性。所以，使圆杆处于铅垂位置是应该采用的方案。（关键词：铅垂放置③）
在圆杆处于铅垂的情况下，圆杆的左右位置的调整也是一个可以提高横梁强度的措施。（关键词：左右调整②）
同时，还可以将圆杆的长度取得比 
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 略长，利用装配应力（即预应力）来提高横梁的强度。（关键词：装配应力②）

(2) （本小题26分）金属板的重量可简化为作用在悬臂梁上的均布荷载
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。记竖杆安置在距右端B为
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的C处，把竖杆的支撑简化为向上的作用力
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，其力学模型和弯矩图如图4-a所示。在这种情况下，弯矩存在着三个峰值，即位于AC之间的 
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以B端为原点，x坐标向左。C截面的弯矩
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在C截面左面，弯矩为
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固定端A处的弯矩
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式 (4-2) 的三式联立，即可解得
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由于横梁的抗弯截面系数 
[image: image297.wmf]2

6

1

bh

W

=

，故强度条件是
        
[image: image298.wmf]]

[

)

2

4

9

(

49

3

s

2

2

max

max

n

bh

qL

W

M

s

s

£

-

=

=

，
由此可得许用荷载
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相应地，C处的支承反力
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记横梁横截面惯性矩为 
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，下面用不同的方法计算在
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的共同作用下C处的挠度 
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方法一（叠加法）：C处的挠度 
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可按图4-b所示的简化模型计算，即（向上为正）
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上式中代入 
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或者：
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方法二（图乘法）：将原有荷载分解为如图4-c左方所示的三种荷载，画出相应的弯矩图。同时，在C处加上向上的单位力，画出其弯矩图。各弯矩图如图4-c右方所示。故有：
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所以，应取立柱高度
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下面校核立柱的安全性。由于立柱承受压力，故考虑其柔度。由已知，
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故撑杆是大柔度杆 ，应该考虑其稳定性。记 
[image: image353.wmf]2

I

 为撑杆横截面惯性矩，由于轴力 
[image: image354.wmf]R

F

=

N2

，故有
    
[image: image355.wmf]R

H

EI

R

F

n

2

2

2

cr

π

*

=

=



 EMBED Equation.3 [image: image356.wmf]R

H

Ed

2

3

4

64

π

*

=



 EMBED Equation.3 [image: image357.wmf]9

.

34659

1010.57

64

π

36

10

95

2

3

4

3

´

´

´

´

´

=



 EMBED Equation.3 [image: image358.wmf]2

]

[

18

.

2

=

>

=

n

，  ③           (4-8)

所以撑杆安全。由此看来，选定 
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结论：截取圆杆长度 
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 (3) （本小题2分）每块金属板的分布荷载
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即加上支撑后结构最多可以放置17块金属板。①

注意：求解本题考生可能会采取以下不够完备的方案。可参考如下评分标准：
方案1（本方案6分）  在B端加高度 
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弯矩最大值出现在固定端，
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因此，在这种情况下，最多可以放置4块板材。①

方案2（本方案10分） 在B端加上高度大于
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可得这种情况下的许用荷载
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因此在这种情况下，最多可以放置6块板材。①
同时，竖杆在 
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方案3（本方案12分） 未考虑预应力，但考虑了竖杆左右平移的方案。
若不考虑预应力，如图4-g 所示，也不考虑立柱的变形，那么
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由此可得
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弯矩峰值仍出现在A、K、C三个截面上。并可得A处弯矩
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C处弯矩
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注意上式与式 (4-3a) 中的 
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根据上述结果可以算出，当 
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 是B处铰移动时所可能产生的最小弯矩。
用弯曲强度条件，
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这意味着，板材放置14块有困难。同时还可以看出，若将铰换为立柱，实际上使C处的竖向位移的刚性约束变为弹性约束，许用荷载将再次略略降低，因此最多放置13块的结论比较合适。①
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