
第十三届全国周培源大学生力学竞赛

（个人赛）试题参考答案及详细解答

出题学校：南京航空航天大学

（本试卷分为基础题和提高题两部分，满分 120 分，时间 3 小时 30 分）

评分总体原则

采用扣分制或加分制。采用扣分制时，建议最终所扣分数总和不超过题目（或问

题）总分的一半。采用加分制时，建议最终所给分数总和不超过题目（或问题）总分的

一半。如果学生的解题方法和参考答案不同，则按以下几种情况分别处理：

（1）如果学生给出的最终结果和参考答案相同，建议采用扣分制：侧重检查学生的

解题过程有无不严谨的地方或小的概念错误（未影响结果），如果有的话，建议每一处

错误可酌情扣 1~2 分。

（2）如果学生给出的最终结果和参考答案不同：

（A）如果学生解答的总体思路合理、清晰，建议采用扣分制：在检查学生的解题

过程时侧重区分某错误是概念错误还是计算错误。建议对于每一处概念错误扣 5 分或以

上，对每一处计算错误酌情扣 1~2 分。对于由一处计算错误所引起的后续计算结果错误，

只按一次错误扣分，计算错误不累计扣分。

（B）如果学生解答的总体思路不清晰，建议采用加分制：在检查学生的解题过程

时侧重寻找其局部正确、合理的部分，酌情给分。
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一、参考答案

第一部分 基础题部分参考答案（共 60 分）

第 1 题 (18分)

1） CDE   ，
1 1C DE  （5 分）

2） 2= 4 ( 2 1)
2
MF ka
a

  （5 分）

3） 2
2

3 [ +4 (2 2)]
8ABC M ka
ma

   （8 分）

第 2题 (12分)

1） 1

0

5
8

B

B




 （3 分）

2） 1min
4 3(2 3)=
5A

g
R

 
（4 分）

3）25sin 39[1 cos 30 )] 0    （ （5 分）

第 3题 (15分)

1） AC BC 7.338kN   F F  （拉） CD CE 10.377kN   F F  （拉） （7 分）

2） AC BC =33.125kNF F （拉） CD CE 43.155kNF F  （压） （8 分）

第 4题 (15分)

1）
3

1232(1 )cose
E DM  
 

 
 （5 分）

2）
2

22(1 )sin 2
E DF  
 

 
 （5 分）

3） 22.5   （5 分）
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第二部分 提高题部分参考答案（共 60 分）

第 5 题 (15分)

1）当θ=0°或θ=180°时，解不唯一。因为这是一个奇异位置。 （2 分）

当θ=90°时， 1735.96kN( )F   （3 分）

2）连杆 AB最大组合应力为最大弯曲拉应力与轴力引起的拉应力叠加：

 1 max( ) 166.6MPa 180MPax    （7.5 分）

弯矩图大致形状如下图所示：

其中， 1 0.735mx  时， max 157.7kN mM    ； 1 1.5mx  时，产生拐点。 （2.5 分）

第 6 题 (25分)

1）以过系统质心 C的铅垂线与距离地面
1
2
h的水平面的交点为圆心、

1
3
R为半径的水平

面内的圆周。 （3 分）

2） 7
2

s h （6 分）

3） 13=
5NF mg （6 分）

4） 2 231 9[ ( )] 3( )
13 2 2 2

A
A A

z h hd R z z
R

     （10 分）

第 7 题 (20分)

1） 2

tan 2( )
2 cos 3 2cos
w c

m
g g

h y y y
  


  

   （6 分）

2） 2tan ( ) tan
cos

w
t c

g h y y y g 
  

 


  （6 分）

3）内壁： 3 16r wgh  （或外壁： 3 15.5r wgh  ） （8 分）
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二、详细解答及评分标准 

 

第一部分 基础题部分详细解答及评分标准（共 60 分） 

 
第 1 题 (18 分) 
解法 1： 

1）（本小题 5 分） 

解法 A：平面运动刚体的角速度与基点选择无关，由图中的几何关系可得 

d d(90 ) d=
d d dCDE
GDE
t t t

ϕ ϕω ω∠ −= = − = −


                （2.5 分） 

1 1

1d d
d dC DE
HDC

t t
ϕω ω∠= = =                            （2.5 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

解法 B：应用平面运动速度分析的基点法 

1 1A B A B= +v v v  

上式向铅垂方向投影得 

1 1
cos cos 0A BCa aω ϕ ω ϕ+ =  

A 
B 

C 

D 

E 

C1 

A1 

E1 

ω 

k 

φ 

φ 

90°-φ 

H 

G 
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1 1A BCω ω= −                                           （1 分） 

对直角弯杆 CDE，有 

D C DC= +v v v                                         （1） 

对直角弯杆 C1DE1，有 

1 1 1 1D C DC B C B DC= + = + +v v v v v v                           （2） 

由式（1）和（2）得 

1 1C DC B C B DC+ = + +v v v v v                           （3）（2 分） 

式（3）向 C1D 方向投影得 

1
cos 45 cos(90 2 ) cos(90 2 )C DC B C Bv v v vϕ ϕ+ − = + −    

1 1
2 cos 45 cos 45 cos(90 2 ) cos(90 2 )CDE A BCa a a aω ω ϕ ω ω ϕ⋅ ⋅ + ⋅ − = + −     

1 1CDE A BCω ω ω= = −                                       （1 分） 

式（3）向 CD 方向投影得 

1
cos(45 2 ) cos 2 cos(90 2 )C B DCv v vϕ ϕ ϕ+ = − −    

1 1
2 cos 45 cos(45 2 ) cos 2 cos(90 2 )C DEa a aω ϕ ω ϕ ω ϕ⋅ ⋅ + = − −    

1 1
=C DEω ω                                             （1 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 
B 

C 

D 

E 

C1 

A1 

E1 

ω 

k 

φ 

φ 

90°-φ 

vA1 

vB 

vA1B 

vC 

vDC 

vC1B 

vDC1 
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2）（本小题 5 分） 

应用虚功原理求解。建立图示固定的直角坐标系 Axy，则系统的重力势能为 

1 2 2(2 sin 2 cos )
4(sin cos )

DEV V a a mg
amg
ϕ ϕ

ϕ ϕ
= = − +
= − +

                  （4）（1 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

弹簧的弹性势能为 

2 2 2
2 1

1 ( 2 ) 2 (2cos 1)
2

V k EE a ka ϕ= − = −                （5）（1 分） 

1
2 cosAx a ϕ=        

1
2 sinAx aδ ϕδϕ= −                  （1 分） 

由虚功原理 

1 1 2( ) 0AM F x V Vδϕ δ δ+ − + =                             （1 分） 

得 
22 sin [ 4(cos sin ) 8 (2cos 1)sin ] 0M F a amg kaδϕ ϕδϕ ϕ ϕ ϕ ϕ δϕ− ⋅ − − − − − =  

将 =45ϕ 代入，解得 

2= 4 ( 2 1)
2

MF ka
a

+ −                                 （1 分） 

（说明：这里也可以不写重力势能和弹性势能，直接计算重力和弹簧力的虚功，共

2 分） 

A 
B 

C 

D 

E 

C1 

A1 

E1 k 

φ 
F 

M 

x 

y 
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3）（本小题 8 分） 

应用第二类拉格朗日方程求解，选 φ作为广义坐标。在图示固定的直角坐标系 Axy 中，

杆 DE 质心的速度为 

d 0
d

DE
DEx

xv
t

= =  

d d(2 sin 2 cos ) 2 (cos sin )
d d

DE
DEy

y a av a
t t

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+= = = −  

杆 DE1 质心的速度为 

1

1

d d(2 cos ) 2 sin
d d

DE
DE x

x av a
t t

ϕ ϕ ϕ= = = −   

1
= 2 (cos sin )DE y DEyv v aϕ ϕ ϕ= −   

系统的动能 

1

1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 1 1 1( ) ( )
2 2 3 2 2 3
13( 4sin 2 2sin )
3

DE DE

DEx DEy DE x DE y

T T T

m v v ma m v v ma

ma

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

= +

= + + ⋅ + + + ⋅

= − +

 



 

      （6）（3 分） 

注意到式（4）-（5），系统的拉格朗日函数 

 2 2 2 2 213( 4sin 2 2sin ) 4(sin cos ) 2 (2cos 1)
3

L T V

ma amg kaϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= −

= − + + + − −
 

                                                  （1 分） 

对应于主动力偶 M 的广义主动力为 

      MM Mϕ
δϕ

δϕ
⋅= =                                   （1 分） 

代入第二类拉格朗日方程，得到系统的动力学微分方程 

2 2 2 2

2

132( 4sin 2 2sin ) ( 8cos 2 +2sin 2 )
3

4(cos sin ) 8 (2cos 1)sin

ma ma

amg ka M

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

− + − −

− − − − =

 
 

 （2 分） 

将 =45 =0ϕ ϕ ， 代入上式，最后得 

2
2

3 [ +4 (2 2)]
8

M ka
ma

ϕ = −  
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2
2

3= [ +4 (2 2)]
8ABC M ka
ma

α ϕ = −                    （1 分） 

（说明：此处重力势能和弹性势能在 2）小题中给分了，这里不重复给分） 

 

解法 2： 

1）（本小题 5 分），见解法 1 

2）（本小题 5 分） 

应用矢量静力学方法求解。 

取整体为研究对象，由 0AM = 得 

1
2 cos 45 2 cos 45 0A yM mg a F a+ ⋅ − ⋅ =   

1

2=
2A y

MF mg
a

+                              （1）（1 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

取直角弯杆 CDE、C1DE1 连同弹簧为研究对象，由 0CM = 得 

1
2 cos 45 2 cos 45 0C ymg a F a⋅ − ⋅ =   

1
=C yF mg                                    （2）（1 分） 

A 

B 

C 

D 

E 

C1 

A1 

E1 k 

45° 
F 

M 

FA1y FAy 

FAx 

mg mg 
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取直角弯杆 C1DE1 为研究对象，其中 

= (4 cos 45 2 ) 2 ( 2 1)kF k a a ka⋅ − = −                        （1 分） 

由 0DM = 得 

1 1
2 sin 45 cos 45 sin 45 cos 45 0k C x C yF a mg a F a F a⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ =     

    
1

4 ( 2 1)C xF ka= − −                                  （3）（1 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

取直角弯杆 A1BC1 为研究对象，由 0BM = 得 

1 1 1
sin 45 cos 45 sin 45 cos 45 0C x C y A yF a F a F a F a′ ′⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ =     

将式（1）-（3）代入上式得 

C 

D 

E 

C1 

E1 k

FC1y FCy 

FCx 

mg mg 

FC1x 

D 

C1 

E1 

FC1y 

FCy 

FCx 

mg 

FC1x 

Fk 
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    2 4 ( 2 1)
2

MF ka
a

= + −                             （4）（1 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（说明：这里可以写出不同的平衡方程，只要能求出 F，即可得 5 分。） 

3）（本小题 8 分） 

由第 1）小题得 

d =
d

CDE
CDE ABCt

ωα α= −           1 1

1 1

d
d
C DE

C DE ABCt
ω

α α= =    （5）（1 分） 

在图示固定的直角坐标系 Axy 中，杆 DE 质心的加速度为 

d 0
d

DE
DEx

xv
t

= =                  
d 0

d
DEx

DEx
va

t
= =  

d d(2 sin 2 cos ) 2 (cos sin )
d d

DE
DEy

y a av a
t t

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+= = = −  

2d
2 (cos sin ) 2 ( sin cos )

d
DEy

DEy

v
a a a

t
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = − + − −   

代入 =45 =0ϕ ϕ ， 得 

          0DExa =            0DEya =                   （6）（1 分） 

杆 DE1 质心的加速度为 

1

1

d d(2 cos ) 2 sin
d d

DE
DE x

x av a
t t

ϕ ϕ ϕ= = = −   

1

1

2d
2 sin 2 cos

d
DE x

DE x

v
a a a

t
ϕ ϕ ϕ ϕ= = − −   

1
= 2 (cos sin )DE y DEyv v aϕ ϕ ϕ= −   

1

22 (cos sin ) 2 ( sin cos )DE y DEya a a aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = − + − −   

B 

C1 

A1 

F 

FA1y 

FBy 

FBx 

F＇C1y

F＇C1x 
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代入 =45 =0ϕ ϕ ， 得 

          
1

2 = 2DE x ABCa a aϕ α= − −            
1

0DE ya =       （7）（1 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（说明：这里也可以应用刚体平面运动加速度分析的基点法求直角弯杆 CDE、

C1DE1 的角加速度、杆 DE 质心的加速度和杆 DE1 质心的加速度，共得 3 分。） 

应用达朗贝尔原理，虚加杆 DE 杆 DE1 的惯性力系 

I 0DEF =           2 2
I

1 1
3 3DE CDE ABCM ma maα α= − =  

1 1I 2DE DE x ABCF ma maα= − =           
1 1 1

2 2
I

1 1
3 3DE C DE ABCM ma maα α= − = −  

（1 分） 

取整体为研究对象，由 0AM = 得 

1 1 1
2 cos 45 2 cos 45 4 sin 45 0A y IDE IDE IDEM mg a F a M M F a+ ⋅ − ⋅ + + − ⋅ =    

1

2= 2 2
2A y ABC

MF mg ma
a

α+ −                    （8）（1 分） 

 

 

 

 

 

A 
B 

C 

D 

E 

C1 

A1 

E1 k 

φ 
F 

M 

x 

y 



  11 / 41  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

取直角弯杆 CDE、C1DE1 连同弹簧为研究对象，由 0CM = 得 

1 1 1
2 cos 45 2 cos 45 + 2 sin 45 0C y IDE IDE IDEmg a F a M M F a⋅ − ⋅ + − ⋅ =    

1
= 2C y ABCF mg maα−                           （9）（1 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

取直角弯杆 C1DE1 为研究对象，其中 

= (4 cos 45 2 ) 2 ( 2 1)kF k a a ka⋅ − = −   

A 

B 

C 

D 

E 

C1 

A1 

E1 k 

45° 

αABC 

FA1y FAy 

FAx 

mg mg 

MIDE 

M 

MIDE1 

FIDE1 

C 

D 

E 

C1 

E1 k

FC1y FCy 

FCx 

mg mg 

FC1x 

MIDE1
MIDEFIDE1 
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由 0DM = 得 

1 1

1 1

2 sin 45 cos 45 sin 45 cos 45

sin 45 0
k C x C y

IDE IDE

F a mg a F a F a

M F a

⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅

+ − ⋅ =

   


 

    
1

24 ( 2 1)
3C x ABCF ka maα= − − +                    （10）（1 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

取直角弯杆 A1BC1 为研究对象，由 0BM = 得 

1 1 1
sin 45 cos 45 cos 45 0C x C y A yF a F a F a′ ′⋅ + ⋅ − ⋅ =    

将式（8）-（10）代入上式解得 

    2
2

3 [ +4 (2 2)]
8ABC M ka
ma

α = −                       （11）（1 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（说明：这里虚加惯性力系后，可以写出不同的平衡方程，只要能求出 αABC，即

可得 4 分。） 

D 

C1 

E1 

FC1y 

FCy 

FCx 

mg 

FC1x 

Fk 

MIDE1

FIDE1 

B 

C1 

A1 

FA1y 

FBy 

FBx 

F＇C1y

F＇C1x 
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第2 题 (12 分) 
1）（本小题 3 分） 

根据对 B 点碰撞的动量矩定理，得 

0
0 0 16 sin30 0O Oz B Bz Bmv R J Jω ω⋅ + − =                        （2 分） 

0 0O Bv Rω=  

注意到
2 216 2

3OzJ mR mR= × = ，
28BzJ mR=  

1

0

5
8

B

B

ω
ω

=                                        （1）（1 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
2）（本小题 4 分） 

分析车轮轮心从最低点 O 到最高点的运动过程，由动能定理得 

2 2
1

1 1 6 ( cos30 )
2 2Az A Az AJ J mg R Rω ω− = − −   

2 2 2
1 1

12 3(2 3)= ( cos30 )=
4A A A

Az

gmg R R
J R

ω ω ω −− − −  

由 0Aω ≥ 得 

1
3(2 3)

4A
g

R
ω −≥                                    （2）（1 分） 

同理，分析车轮轮心从最低点 O1 到最高点的运动过程，可得 

vO0 

B

DE

F O C

A

vO1
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1
3(2 3)

4B
g

R
ω −≥                                     （1 分） 

再由车轮轮心从 O 点到 O1 点运动过程中车轮机械能守恒可得 0 1=B Aω ω ，代入式（1）

得 

1 1

1 0

5= =
8

B B

A B

ω ω
ω ω

 

1 1
8 8 3(2 3)=
5 5 4A B

g
R

ω ω −≥                          （3）（1 分） 

比较式（2）和（3），即得车轮由图中实线位置连续向前运动到虚线位置的 1Aω 的最小值

为 

1min
8 3(2 3) 4 3(2 3)=
5 4 5A

g g
R R

ω − −=                  （1 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 
3）（本小题 5 分） 

当 30θ < 
时，分析车轮轮心从图示位置到 OA 运动到铅垂位置的过程，由动能定理得 

 

 

 

 

 

 

 

ωA1 

A 

B 

C 
D 

E 

F 

O 
O2

θ 
30o-θ

B 

D 

E

F 

O

C

A B＇ 

D＇ 

E＇ F＇

A＇

C＇ 

O＇ 

ωA1 

O1 
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2 2
1

1 1 6 [ cos 30 )]
2 2Az A Az AJ J mg R Rω ω θ− = − − −（  

解得 

2 2
1

3[1 cos 30 )]
2A A

g
R

θω ω − −= +
（

 

为使车轮能沿斜面向下连续运动，要求 0Aω ≥ ，得 

2
1

3[1 cos 30 )]
2A

g
R

θω − −≥
（

                            （4）（2 分） 

另一方面，车轮轮心由 O 点到 O2 点的运动过程中，根据车轮的动能定理得 

2 2
0 1

1 1 6 sin
2 2Az B Az AJ J mgRω ω θ− =                             （5） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

根据车轮对 B 点碰撞的动量矩定理，得 

0
0 0 16 sin30 0O Oz B Bz Bmv R J Jω ω⋅ + − =                   （6） 

0 0O Bv Rω=                                            （7） 

再注意到 

1 1B Aω ω=                                              （8） 

由式（5）-（8）解得 

D 

O2

B
A

E

F 

C
O 

vO0

vO1

θ 
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2
1

25= sin
26A

g
R

ω θ                                 （9）（2 分） 

将式（9）代入式（4），得 

25 3[1 cos 30 )]sin
26 2

g g
R R

θθ − −≥
（

 

得到车轮沿斜面向下滚动，为使 1 1=B Aω ω ，θ 应满足的关系式为 

25sin 39[1 cos 30 )] 0θ θ− − − ≥（                        （1 分） 
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第 3题（15 分）

图 a

图 b

（1） （本小题 7分）

如图 a 所示，根据小变形条件和以切代弧的思想，由装配杆 BC和杆 AC的

尺寸误差1和2所引起的 C点垂直方向的总装配误差 CC  为

1
1 2 1

sin 45
 

   


（） （1 分）

1) 根据对称性，取结点 C为研究对象，建立平衡方程（如图 b）如下

* * * *
N1 N2 N3 N4

* *
N1 N3

   
0 2 sin 45 2 sin 30 0y

F F F F
F F F
 

   o o （1 分）

即： * *
N1 N32 2F F （ ）

2) 垂直方向的总装配误差由两部分组成：一是杆 BC（杆 1）和杆 AC（杆

2）的伸长 1 2l l   所对应的部分 1 C C   ，二是杆 CE（杆 3）和杆
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CD（杆 4）的伸长 3 4l l   所对应的部分 2 CC  。

由变形协调关系，得

1 2   

31 1

sin 45 sin 30 sin 45
ll  

 
 o （2 分）

假设此时杆件均处于线弹性阶段，代入式（1）和物理方程，得

* *
N1 1 N3 3

1
1 3

2 2 2 3
a a

F l F l
E A E A

   （） （1 分）

联立式（2）和式（3），得

9 3
* * 2 61 11

N1 N2
3 11

3 1
33 1

3

200 10 0.3 10 20 102 44 3 12 2 2
3 4

              7.338 10 N 7.338kN   

a

a a

E AF F l Al l l
AE A E A


    

      
   

   （拉）

（1 分）

* * *
N3 N4 N12 =10.377kN   F F F  （拉） （1 分）

3）当应力等于 100MPa 时，对应的各杆轴力为：

2
a a 6 6

N1 N2
20100 10 10 31.416kN
4

F F A 
       (4) （0.5 分）

2
a a 6 6

N3 N4
40100 10 10 125.664kN
4

F F A 
       (5) （0.5 分）

由于 a a
N2 N1 N1 N2F F F F   、 a a

N3 N4 N3 N4F F F F   ，故受拉的杆 1 和杆 2 的应力均处于

ab线弹性阶段与假设一致。

（2） （本小题 8分）

当四根杆在点 C装配好之后，再施加向下的力 F，则杆 BC（杆 1）和杆 AC

（杆 2）将会继续伸长，杆 CE（杆 3）和杆 CD（杆 4）则会受到压缩，根据变

形协调关系（图 c），得
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C
x

y**
N2F

F

**
N1F

**
N4F

**
N3F

图 c 图 d

**
31

sin 45 sin 30
ll 

o o （6） （0.5 分）

1）施加力 F后，各杆增加的内力仍然满足平衡条件，由图 d得

** ** ** **
N1 N2 N3 N4

** **
N1 N30 2 sin 45 2 sin 30y

F F F F
F F F F
 

   o o

即： ** **
N1 N32 7F F F  （ ） （0.5 分）

2）假设此时杆件仍处于 Oa线弹性阶段，代入式（6）和物理方程，得

** **
N1 1 N3 3

1 3

2 2 8
a a

F l F l
E A E A

 （） （0.5 分）

联立式（7）和式（8），得

**
N1

1 3

3 1

1 90= 28.605kN
( 3+ 2 )2( +1 )

2

F Fl A
l A

  （拉） （0.5 分）

**
N3

3 1

1 3

1 90 3= 49.546kN2 ( 2+ 3)( +1)
F Fl A

l A

  （压） （0.5 分）

3）此时各杆的总轴力为：

* **
N2 N1 N1 N1 35.943kNF F F F    （拉） （0.5 分）

** *
N4 N3 N3 N3 39.169kNF F F F    （压） （0.5 分）

由式（4）和式（5）知， a a
N2 N1 N1 N2F F F F   故受拉的杆 1 和杆 2 的应力已经

* *
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超过 100MPa，处于 ab线弹性阶段，而 a a
N4 N3 N3 N4F F F F   受压的杆 3、杆 4 仍处

于 Oa线弹性阶段。因此需要重新计算上部二拉杆的变形，建立新的变形协调方

程。重复步骤（2）：

4）代入式（6）和物理方程，得

** **
N1 1 N3 31

1 b 1 3

(31.416 7.33831.416 7.338 1 1 1
sin 45 sin 45 sin 30a a

F l F ll
E A E A E A

     
)（ ）

o o o

**
** N3

N14 24.078 3 9
3

FF    （） （0.5 分）

联立式（7）和式（9），得

**
N1 25.787kNF  （拉） （0.5 分）

**
N3 53.532kNF  （压） （0.5 分）

此时各杆的总轴力为：

* **
N2 N1 N1 N1 33.125kNF F F F    （拉） （0.5 分）

** *
N4 N3 N3 N3 43.155kNF F F F    （压） （0.5 分）

6）稳定性校核

杆 CE（杆 3）和杆 CD（杆 4）的临界力

2

cr 2 46.509kNEIF
l


  （0.5 分）

由于 N3 cr43.155kN 46.509kNF F   （0.5 分）

满足稳定性要求。
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第四题（15 分）

（1）（本小题 5 分）

圆轴受纯扭转，圆周表面 A点为纯剪切应力状态，线段 AB的变形如图 a 所

示：

图 a 图 b

因此有

1

cos cos
sin

xy xy

xy

dx dx
dl dx dl
   


 

 
  

 
（2 分）

根据 cosdx dl   ， sindy dl   ，则有

2 2
1

cos
cos cos

/ cos
xy e

xy
t

dx M
dx GW
 

   



    （2 分）

即
3

1 12 2cos 32(1 )cos
t

e
GW E DM  

  
   


（1 分）

（2）（本小题 5 分）

在 F作用下，圆轴为单向拉伸，圆周表面 A点为单向应力状态，线段 AB的

变形如图 b 所示。在外力偶矩 eM 作用的同时又施加拉力 F时，线段 AB与 AC的

夹角为

1        （1 分）

根据 cosdx dl   ， sindy dl   ，则有

2
sin cos sin cos

cos sin
(1 ) (1 )      cos sin sin cos sin 2 sin 2

2 2

x x x x

x x

x
x x

dx dy dx dy
dl dx dy dl

F
EA

       


   
         

     
  

   

 
   

（3 分）

即
2

2 2
2

(1 )sin 2 2(1 )sin 2
EA E DF  

   
   

 
（1 分）
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（3）（本小题 5 分）

当外力偶矩 eM 和轴向拉力 F同时作用时，线段 AB的偏转角为

2
1 2

2
3 2

(1 )cos sin 2
2

32(1 ) 2(1 )cos sin 2

x
xy

eM F
E D E D

 
     

  
 


      

 
 

（2 分）

求极值

2 3

(1 ) cos 2 2 cos sin

32(1 )4(1 ) cos 2 2cos sin 0

x xy

e

d
d

MF
E D E D

      


   
 


  


  

（1 分）

2 3

32(1 )4(1 )(1 ) cos 2 sin 2 cos 2 sin 2 0e
x xy

MF
E D E D

      
 


    

(1 )
tan 2 1

8
x

xy e

FD
M

 





  

2 45  或 225 , 舍去 2 225   , 得 22.5   （1 分）

由于

2

2 3

2 64(1 )2(1 ) sin 2 2 cos 2
cos 2 cos 2

xy e
x xy

Md
d E D

      
   


       

当 2 45  时

2

2 3 3

64(1 ) 32 2(1 )
0

cos 2
e eM Md

d E D E D
 

   
 

     为极大值 （1 分）

同理，当 2 225  时，
2

2 0d
d





 为极小值。

故得，在 eM 和 F的作用下，圆轴产生拉扭组合变形，当线段 AB与水平线 AC

的夹角 22.5  时，线段 AB的偏转角变化达最大，测试灵敏度最高。
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第二部分 提高题部分详细解答及评分标准（共 60 分）

第 5题（15 分）

(1)（本小题 5分）

当θ=0°或θ=180°时（图 a），解不唯一。因为这是一个奇异位置。（2 分）

当θ=90°时，机构运动到图示位置 b。

1）此时连杆 AB做瞬时平移， 0AB  。

由 t n
B A BA BA  a a a a

，
得

2( / cos30 ) / 2 5773.5rad/sAB Aa   （逆时针）

2tan 30 5773.5m/sB Aa a  （）

由 t n
C A CA CA  a a a a 得

21 cos30 5000m/sCx A ABa a      （）

21 sin 30 2886.75m/sCy ABa     （）（1 分）

OA

B

ω

F

图 b

A

FBy

B

C

FBx

FAy

FAx

aCx

aCy

αAB

GAB

图 c

O

A

B

ω

F

y

C

图 a



24/41

2）取圆盘 O为研究对象，由刚体定轴转动微分方程，解得： =0AyF

3）再取连杆 AB为研究对象，如图 c所示，应用刚体平面

运动微分方程有

AB Cx Ax Bxm a F F 

AB Cy By ABm a F m g 

( ) 1 cos30 1 sin 30Cz AB Ax Bx ByJ F F F        

解得： =555kNAxF （）， =445kNBxF （），

=579.31kNByF （） （1 分）

4）最后取滑块 B为研究对象，如图 d所示，应用刚体质心运

动定理有

'
B B By Bm a F F m g   

解得： = 1735.96kNF  （） （1

分）

（2）（本小题 10 分）

当θ=90°时，校核连杆 AB的强度

1）将连杆顺时针转至水平位置，分布载荷的集度分别为（2.5 分）

1

3
1 = 1155 10 N/m 1155kN/m

2
AB

y AB
mq Ar m
rA

     （） （0.5 分）

1

2 2 3
2

3= cos30 866 10 N/m 866kN/m
2 4
AB

y AB
mq Ar m
rA

      （） （0.5 分）

A B

1 12 3y yq q

A
B x1

y1

A BA B

11yq

x1

y1

A
B1 12 3x xq q
x1

y1

'
ByF

B

F

图 d

GB

aB



25/41

1

2
3

1= sin30 490N/m 0.49kN/m
2 2 2
AB

y
m Mq Ag g
rA r

    （） （0.5 分）

则
1 12 3 865.5kN/my yq q  （）

1

2 2 3
2

1= sin30 500 10 N/m 500kN/m
2 4
AB

x AB
mq Ar m
rA

      （）（0.5 分）

13
3= cos30 849N/m 0.849kN/m

2 2 2
AB AB

x
m mq Ag g
rA r

    （）（0.5 分）

则
1 12 3 500.8kN/mx xq q  （）

2）求连杆 AB上任意横截面上的内力函数（2 分）

1 1 1

1 1 1

2 21 1
1 1 1 2 1 3 1 1

1 2 33 2
1 1 1

1 1 1( ) cos30
2 2 3 2 2

3        
12 2 2

y y y Ax

y y y
Ax

x xM x q x q x q x F x
r

q q q
x x F x

r

     


   

（1 分）

1 11 2 3 1 1( ) ( ) sin 30 500.8 277.5N x x AxF x q q x F x      （1 分）

3）连杆 AB的危险截面、危险点的应力及强度校核（3 分）

解法 A：

由于连杆 AB的危险截面是拉弯组合，危险点（在连杆 AB的上表面）的应

力由弯曲拉应力与轴力引起的拉应力叠加，即

1 1 1

1 1

1 2 33 2
1 1 1 1 2 3 1

1 3 1( ) ( ) ( ) sin 30     
12 2 2

y y yN
Ax x x Ax

q q qFMx x x F x q q x F
W A W r A




           

（1 分）

危险截面的位置在：

1

1 1 1 1

1 21
1 2 3 1 2 3

d ( ) 1 3 1( ) ( ) 0
d 4 2

y
y y Ax x x

qx x q q x F q q
x W r A

  
       

 

2
1 13 1.8 0x x   取  1

1 3 9 4 1.8 0.83m
2

x      （1 分）

强度校核：

 1 max( ) 166.6MPax   =180MPa （1 分）

解法 B:

由于判断危险截面及危险点的位置比较困难，故针对两种可能性进行分析：



26/41

a）连杆 AB 危险点的应力可能为最大弯曲压应力与轴力引起的正应力叠加，

即

1 1 1

1 1

1 2 33 2
1 1 1 1 2 3 1

1 3 1( ) ( ) ( ) sin 30     
12 2 2

y y yN
Ax x x Ax

q q qFMx x x F x q q x F
W A W r A




           

（0.5 分）

危险截面的位置在：

1

1 1 1 1

1 21
1 2 3 1 2 3

d ( ) 1 3 1( ) ( ) 0
d 4 2

y
y y Ax x x

qx x q q x F q q
x W r A

  
        

 

2
1 1288.8 865.5 441.5 0x x  

2
1 13 1.53 0x x   取  1

1 3 9 4 1.53 0.65m
2

x      （0.5 分）

强度校核：

 1 max
( ) 152.3 MPax    =180MPa （0.5 分）

b）连杆 AB 危险点的应力也可能为最大弯曲拉应力与轴力引起的正应力叠加，

即

1 1 1

1 1

1

1 2 33 2
1 1 1 2 3 1

( )

1 3 1( ) ( ) sin 30     
12 2 2

N

y y y
Ax x x Ax

FMx
W A

q q q
x x F x q q x F

W r A

   


        

（0.5 分）

最大组合应力发生的位置在：

1

1 1 1 1

1 21
1 2 3 1 2 3

d ( ) 1 3 1( ) ( ) 0
d 4 2

y
y y Ax x x

qx x q q x F q q
x W r A

  
       

 

2
1 13 1.8 0x x   取  1

1 3 9 4 1.8 0.83m
2

x      （0.5 分）

强度校核：

 1 max( ) 166.6MPax   =180MPa （0.5 分）

4）画出弯矩图的大致形状（2.5 分）

求弯矩一阶导数并令其等于零：
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1

1 1

1 21
1 2 3 1

1

d ( ) 3( ) 0
d 4 2

y
y y Ax

qM x x q q x F
x r

     

2
1 1288.8 865.5 480.6 0x x   

2
1 13 1.66 0x x   取  1

1 3 9 4 1.66 0.735m
2

x     

1

2
1

12
0.735m

d ( ) 577.6 865.5 577.6 0.735 865.5 441 0
d x

M x x
x



        

弯矩 M在 1 0 735mx . 处达最小值。 （0.5 分）

3 2
max

1155 865.50.735 0.735 480.6 0.735 157.7kN m
12 2

M           （0.5 分）

求弯矩二阶导数并令其等于零：

2
1

12
1

d ( ) 577.6 865.5 0
d
M x x
x

   

解得 1 1.5mx 

即，当 x1=1.5m 时，弯矩图产生了拐点。 （0.5 分）

弯矩图如下所示：其中， 1 0 735mx . 时， max 157 7kN mM .   ； 1 1 5mx . 时，

产生拐点。 （1 分）
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第 6 题 (25 分) 
解法 1： 

1）（本小题 3 分） 

整个系统在水平面内质心运动守恒。                           （1 分） 

系统在任意时刻的俯视图如下。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1
3M

mr R R
M m

= =
+

，  
2
3m

Mr R R
M m

= =
+

 

由于 constMr = ，且圆筒的质心 O 的高度不变，故圆筒的质心相对地面运动的轨迹为：

以过系统质心 C 的铅垂线与距离地面
1
2

h的水平面的交点为圆心、
1
3

R为半径的水平面

内的圆周。                                                         （2 分） 

（说明：此处如果描述为“以系统质心 C 为圆心、
1
3

R为半径的圆周”不扣分） 

2）（本小题 6 分） 

圆筒做平面运动，假设圆筒的角速度为ω ，质心的速度为 Ov 。以小球为动点，圆筒为动

系，小球相对圆筒的速度为 rv 。则小球的绝对速度 

a e r O AO r= + = + +v v v v v v  

cosat O rv v R vω θ= + +                                        （1） 

sinaz rv v θ=                                          （2）（2 分） 

C
A 

ω

rM rm

vrcosθ 
vO
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整个系统在水平面内动量守恒，有 

( cos ) 2 0O r Om v R v mvω θ+ + + =                               （3） 

整个系统在水平面内对质心 C 的动量矩守恒，有 

2( cos ) 2 2 0O r m O Mm v R v r mv r mRω θ ω+ + − + =                   （4） 

由式（3）和（4）解得 
1= cos
4O rv v θ−                                           （5） 

1 cos
4 rR vω θ= −                                          （6） 

将上两式代入式（1）得 
1 cos
2at rv v θ=                                     （7）（2 分） 

解法 A：由于 

sin 2sin 2 const.
cos cos 3

az r

at O r

v v
v v R v

θ θ
ω θ θ

= = = =
+ +

 

因此小球相对地面的轨迹为螺旋线，其升角为 1 2= tan
3

ϕ − ，则小球运动至圆筒底部时相

对地面通过的路程为 

2
1 71

sin (tan ) 2
hs h h

ϕ ϕ
= = + =                           （2 分） 

解法 B： 2 2 2 21 7sin cos
4 4a az at r rv v v v vθ θ= + = + =  

小球运动至圆筒底部时相对地面通过的路程为 

7d d
4a rs v t v t= =   

注意到 drv t 为小球相对于圆筒通过的路程，故小球运动至圆筒底部时 

d = 2
sinr

hv t h
θ

=  

所以 

7 72
4 2

s h h= ⋅ =                                     （2 分） 
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3）（本小题 6 分） 

当小球下降高度 Az 时，对整个系统应用动能定理得 

2 2 2 2 21 1 12 2 ( )
2 2 2A O at azmgz mR mv m v vω= + + +                      （8） 

代入式（2）、（5）、（6）和（7）解得 

4
5

A
r

gzv =                                              （9） 

将上式代入式（2），得到小球在铅垂方向的速度 

sin =2
5

A
az r

gzv v θ=                               （10）（3 分） 

上式对时间求导，得小球在铅垂方向的加速度 

d d 2= = =
d 5 d 5 5

az A
az az

A

v zg ga v g
t z t z

= ⋅ ⋅                  （11）（1 分） 

再由整个系统达朗贝尔原理在铅垂方向的投影，有 

               2 + 2 0=0N azF mg mg ma m− − + ⋅  

      13=
5NF mg                                             （2 分） 

（说明：求出 aza 后也可以应用质心运动定理在铅垂方向的投影求 FN） 

4）（本小题 10 分） 

当小球下降高度 z 时，将式（9）代入式（5）、（6）得到圆筒质心 O 的速度和圆筒的角

速度为 

31=
2 5

A
O

gzv −                                          （12） 

31=
2 5

Agz
R

ω −                                         （13） 

由于圆筒质心 O 以 C 为圆心、 Mr 为半径相对地面做圆周运动，由上面两式并注意到

式（10）得 

d d1 3 1 3 3= = =
d 4 5 d 4 5 10

t O A
O az

A A

v zg ga v g
t z t z

= − ⋅ − ⋅ −                 （14） 
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2 9=
20

n O A
O

M

v za g
r R

=                                            （15） 

d 3=
d 10

g
t R
ωα = −                                    （16）（3 分） 

将式（9）代入式（7）得 

3
5

A
at

gzv =                                             （17） 

将上式对时间求导，并注意到式（10）得小球的在水平面内的加速度为 

d d1 3 1 3 3= = =
d 2 5 d 2 5 5

t at A
a az

A A

v zg ga v g
t z t z

= ⋅ ⋅                     （18） 

2 9=
10

n at A
a

m

v za g
r R

=                                     （19）（2 分） 

对圆筒和小球分别虚加惯性力和惯性力矩，对整个系统应用达朗贝尔原理 

I
3=

5
t

Ax aF ma mg=  

I
9
10

n A
Ay a

zF ma mg
R

= =  

I
2
5Az azF ma mg= =  

I
32 =

5
t

Ox OF ma mg=  

I
92
10

n A
Oy O

zF ma mg
R

= =  

2
I

32
5OzM mR mgRα= =                                            （2 分） 

0xM =       I I I 0
2Az Ay A Oy N
hmgR F R F z F F y− − + ⋅ − =  

0yM =      I I 0
2Ax A Ox N
hF z F F x− + ⋅ + =  

由以上两式解得 
33 [ ( )]

13 2 2
A

A
z hy R z
R

= + −  

3 ( )
13 2 A

hx z= − −  
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小球下降过程中水平面对圆筒的铅垂力合力作用线与圆筒轴线间的距离 

2 21 39[ ( )] 3( )
13 2 2 2A A

z h hd R z z
R

= + − + −                     （3 分） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（说明：这里也可以先求出圆筒质心的加速度和圆筒的角加速度，得 3 分，然后应

用达朗贝尔原理求出小球的惯性力，得 4 分，再求水平面对圆筒的铅垂力合力作用线与

圆筒轴线间的距离，得 3 分） 

 

解法 2： 

应用拉格朗日第二类方程求解。系统有 4 个自由度。                 （1 分） 

建立如图所示的固定直角坐标系 O1xyz，其中原点 O1为初始时刻圆筒顶面的圆心，

O1y 轴通过小球 A 的初始位置，O1z 轴沿初始时刻圆筒的轴线向下，坐标系 O1xyz 为右

手系。选择广义坐标： , , ,O O Ax y zθ 。其中 ,O Ox y 是圆筒质心 O 的 x 坐标和 y 坐标，θ是

圆筒的转角， Az 是小球的 z 坐标。 

 

 

A 

h/2 
y 

x 
FIAx 

FIAy 

mg 

FIAz

2mg FIOx

FIOy

x y 

z FN

MIOz

O 
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初始时刻： 0t = ， (0) 0, (0) 0, (0) 0, (0) 0O O Ax y z θ= = = =  

(0) 0, (0) 0, (0) 0, (0) 0O O Ax y z θ= = = =    

圆筒螺旋线的螺距 
2 32 tan

6 3
l R Rππ π= ⋅ = ，故小球相对于圆筒的转角

A 
(O) y 

x 

O1 

初始时刻 

(0, R, 0) A
θ

O 

y 

x 

O1 

(xA, yA, zA)

(xo, yo, h/2) 

A0

φ

β

一般位置 

 

A 

O 

O1 

(xo, yo, h/2) 

(xA, yA, zA)

y 

x 

z 

θ
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2 3A Az z
l R

ϕ π= ⋅ = ，小球相对于固定坐标系 O1xyz 的转角 3 Az
R

β θ ϕ θ= − = − ，则在固

定坐标系 O1xyz 中，小球的坐标为 

sin sin( 3 )

cos cos( 3 )

A
A O O

A
A O O

A A

zx x R x R
R
zy y R y R
R

z z

β θ

β θ

 = − = − −

 = + = + −


=


                     （1） 

小球的动能为 

2 2 2

2 2 2

1 ( )
2
1 3 3[ ( ) cos( 3 )] [ ( )sin( 3 )]
2

A A A A

A A
O A O A A

T m x y z

z zm x R z y R z z
R R R R

θ θ θ θ

= + +

  = − − − + − − − + 
  

  

    

 

（2 分） 

圆筒的动能为 

2 2 2 2 2 2 2 21 12 ( ) 2 ( )
2 2O O O O OT m x y mR m x y mRθ θ= + + = + +                    （2 分） 

小球的势能 

A AV mgz= −                                                 （2 分） 

系统的拉格朗日函数为 

A O AL T T V= + −  

根据第二类拉格朗日方程，由
d 0
d O O

L L
t x x
 ∂ ∂− = ∂ ∂ 

，得 

23 ( 3 )cos( 3 ) ( 3 ) sin( 3 ) 0A A A
O A

z z zx R z R
R R R

θ θ θ θ− − − + − − =
    

                                     （2）（2 分） 

由
d 0
d O O

L L
t y y
 ∂ ∂− = ∂ ∂ 

，得 

23 ( 3 )sin( 3 ) ( 3 ) cos( 3 ) 0A A A
O A

z z zy R z R
R R R

θ θ θ θ− − − − − − =
    

  （3）（2 分） 
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由
d 0
d

L L
t θ θ

∂ ∂ − = ∂ ∂ 
，得 

3 3 cos( 3 ) sin( 3 ) 0A A
A O O

z zR z x y
R R

θ θ θ− − − − − =                    

（4）（2 分） 

由
d 0
d A A

L L
t z z
 ∂ ∂− = ∂ ∂ 

，得 

3 4 3 cos( 3 ) 3 sin( 3 ) 0A A
A O O

z zR z x y g
R R

θ θ θ− + + − + − − =    

        （5）（2 分） 
（说明：应用拉格朗日第二类方程得到系统的动力学微分方程共得 15 分。如果

采用 4 个独立坐标，写出动量守恒 2 个方程、动量矩守恒 1 个方程、机械能守恒 1 个

方程，同样给 15 分） 

1）求圆筒的质心相对地面的运动轨迹 

联立（2）、（3）、（4）、（5），解得 

21 [ 3 3 cos( 3 ) 10 ( 3 ) sin( 3 )]
30

A A A
O

z z zx g R
R R R

θ θ θ= − − − − −
        （6） 

21= [ 3 3 sin( 3 ) 10 ( 3 ) cos( 3 )]
30

A A A
O

z z zy g R
R R R

θ θ θ− − + − −
        （7） 

3
10

g
R

θ =                                                    （8） 

2
5Az g=                                                     （9） 

积分式（8），并代入初始条件得 

3
10

g t
R

θ =  ， 23
20

g t
R

θ =                                 （10） 

积分式（9），并代入初始条件得 
2
5Az gt=  ， 21

5Az gt=                                   （11） 

将式（10）、（11）代入式（6）、（7）得 
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2 2 2 21 9 3 3 3 3sin 3 cos
10 10 20 20O

g t gt gtx Rg
R R R
 

= −  
 

                  （12） 

2 2 2 21 9 3 3 3 3cos 3 sin
10 10 20 20O

g t gt gty Rg
R R R
 

= +  
 

                  （13） 

积分式（12）、（13），并代入初始条件得 

23 3sin
3 20O
R gtx

R
= −                                       （14） 

23 3cos
3 20 3O
R gt Ry

R
= − +                                   （15） 

由式（14）、（15）消去 t 得圆筒质心 O 的轨迹方程为 

2 2 2( ) ( )
3 3O O
R Rx y+ − =                                （16）（2 分） 

圆筒质心 O 的 z 坐标为
1
2Oz h= 。 

（说明：应用拉格朗日第二类方程得到系统的动力学微分方程后，根据广义动

量积分和广义能量积分将动力学微分方程降阶，或者直接根据动量守恒、动量矩守恒、

机械能守恒的 4 个方程，积分求得 O Ox y、 ，从而得到圆筒质心 O 的轨迹方程，同样给

2 分） 

2）求在地面上观察到的小球运动轨迹的总长度 s 

将式（10）、（11）、（14）、（15）代入式（1）得小球的运动方程为 

22 3 3sin
3 20A
R gtx

R
=                                        （17） 

22 3 3cos
3 20 3A
R gt Ry

R
= +                                    （18） 

21
5Az gt=                                                （19） 

由式（19）得小球运动至圆筒底部所经历的时间为 

1
5ht
g

=                                               （20） 

小球运动至圆筒底部时，所经历的路程 
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1 12 2 2

0 0

7 7d d
5 2

t t

A A A
gts x y z t t h= + + = =                      （21）（2 分） 

3）求小球下降过程中 FN 的大小 

以整个系统为研究对象，应用质心运动定理在铅垂方向的投影，并注意到式（9），得 

            2 0 2A Nmz m F mg mg+ ⋅ = − + +  

      13=
5NF mg                                      （22）（2 分） 

（说明：这里也可以应用达朗贝尔原理在铅垂方向的投影求 FN） 

4）求小球下降过程中 FN的作用线与圆筒轴线间的距离 d 

对整个系统应用达朗贝尔原理，对圆筒和小球分别虚加惯性力和惯性力矩如下图。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2 2 2

I
3 3 9 3 3= 3 cos sin

5 20 10 20Ax A
m gt g t gtF mx Rg
R R R
 

= −  
 

  

2 2 2 2

I
9 3 3 3 3cos 3 sin

5 10 20 20Ay A
m g t gt gtF my Rg
R R R
 

= = − +  
 

  

I
2
5Az AF mz mg= =  

2 2 2 2

I
9 3 3 3 32 sin 3 cos

5 10 20 20Ox O
m g t gt gtF mx Rg
R R R
 

= = −  
 

  

 

A 

h/2 

y 

x FIAx 

FIAy

mg 

FIAz 

2mg 

FIOx FIOy

xN 
yN 

z FN

MIOz

O 

O1

(xA, yA, zA) 

(xo, yo, h/2)
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2 2 2 2

I
9 3 3 3 32 cos 3 sin

5 10 20 20Oy O
m g t gt gtF my Rg
R R R
 

= = +  
 

  

2
I

32
5OzM mR mgRθ= =  

0xM =   I I I2 0
2A O Az A Ay A Oy N N
hmgy mgy F y F z F F y+ − + + ⋅ − =        （23） 

0yM =  I I I2 0
2Ax A Az A A O Ox N N
hF z F x mgx mgx F F x− + − − − ⋅ + =        （24） 

（2 分） 

由式（23）和（24），并注意到式（14）-（15）、（17）-（19）、（22），解得 

( )
2 2

2 4 2 2 2

2

1 3 3 5 3 354 135 400 sin 60 3 cos
3900 20 2 20

3 3 3 31 54 16 sin 12 3 cos
156 2 4 2 4

N

A A
A A A

x gt h gtg t ght R R t g
R R R

z zh hz z R R z
R R R

     − + − + −              
     = − − − −           

=
  

（25） 

( )
2 2

2 4 2 2 2

2 2

1 3 3 5 3 354 135 400 cos 1300 60 3 sin
3900 20 2 20

3 3 3 31 54 16 cos 12 3 sin 52
156 2 4 2 4

A A
A A A

N
gt hy gtg t ght R R t g R

R R R

z zh hz z R R z R
R R R

       − + − + − −                
     = − − + − +           

=

（26） 

小球下降过程中 NF  的作用线与圆筒轴线间的距离 

2 2 2 231( ) ( ) 9[ ( )] 3( )
13 2 2 2

A
N O N O A A

z h hd x x y y R z z
R

= − + − = + − + −         （27） 

（2 分） 
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第 7题（20 分）

（1）（本小题 6 分）

取分离体如图 a 所示，其中 tanr y  ， ( )wq g h y  ，且薄壁圆锥的体积为

cosC
ryV rl   


  （l为母线长度），则容器内沿母线方向的正应力

22 cos ( )m w w cr g r h y G G         （2 分）

2 212 cos ( )
3 cosm w w c

ryr g r h y r y g g        


    （2 分）

即 2

tan 2( )
2 cos 3 2cos
w c

m
g gh y y y  


  

   （2 分）

mm

图 a 图 b

（说明：在计算圆锥薄壳的体积时，亦可以按照内外两个圆锥的体积差进

行计算。）

（2）（本小题 6 分）

取分离体如图 b，其中
tan

cos cos
r yR 
 

  ， ( )wq g h y  ，且 sin  ，则容器

内沿与母线垂直且与表面相切方向的正应力

2 sin ( )sin ( )sin
2t c t c
dqRd dl dl g Rd dl d dl g Rd dl                （5 分）

即 2tan ( )sin tan
cos

w
t c c

g h y yqR+ gR y g 
    

  


   （1 分）

（3）（本小题 8 分）

首先需要确定圆锥体上的危险点，即最大正应力的位置与大小，也就是要确

定 m 和 t 的最大值和位置。

1) 先分析 m ：
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2

tan 4( ) 0
2 cos 3 2cos

m w cd g g
h y

dy
   

  
    （1 分）

3 3 1 4(1 ) (1 )
4 sin 4 30sin 30 5

c

w

y h h h
h

 
 

    


（0.5 分）

2

2

2 tan
0

3 cos
m wd g

dy
  

 
   （0.5 分）

沿母线方向的正应力��在 y=0.8h处达最大，其最大值为

2

tan 2 4 4 4( )
2 cos 3 5 5 2cos 5

64    12.8
5

w c
m

w w

g gh h h h

gh gh

  


  

 

     

 
（1 分）

2) 再分析 t ：

2tan ( 2 )
tan 0

cos
t w

c
d g h y

g
dy
  

 
 


   （1 分）

sin 30sin (1 ) 0.508
2 2 2 30 2

c

w

h h hy h






      （0.5 分）

2

2

2 tan
0

cos
t wd g

dy
  

 
   （0.5 分）

解法 A：沿与母线垂直且与表面相切方向的正应力��在 y=0.508h处达最大，其

最大值为：

2tan ( 0.508 ) 0.508
0.508 tan 15.508

cos
w

t c w
g h h h

h g gh
 

   
 
 

    (c) （1 分）

解法 B:或近似计算，沿与母线垂直且与表面相切方向的正应力 t 在 y=h/2 处达

最大，其最大值为:
2 2tan tan

+ 15.5
4 cos 2
w c

t w
gh h g

gh
   

 
 

  (d) （1 分）

（说明：由于(c)、(d)两式的结果差别不大，均为正确。）

3) 危险点的相当应力：

显然，在 y=h/2 处的正应力 t 是圆锥体上的最大正应力。

解法 A：

在该处内壁上的任一点为三向应力状态，主应力分别为
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1 2 30       0     0
2t m w
hg            （1 分）

则第三强度理论的相当应力为

2 2
w

3 1 3
tan tan+ +

4 cos 2 2
1     (15.5+ ) 16
2

w c
r

w w

gh h g h g

gh gh

    
  

 

 

  

 
(e) （1 分）

解法 B:

在该处外壁上的任一点为二向应力状态，主应力分别为

1 2 30       0     0t m         （1 分）

则第三强度理论的相当应力为

2 2

3 1 3
tan tan

+ 15.5
4 cos 2
w c

r w
gh h g

gh
   

   
 

    (f) （1 分）

（说明：由于水压的影响较小，(e)、(f)两式的结果差别不大，均为正确。）
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