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第十一届全国周培源大学生

力学竞赛（个人赛）试题答案

出题学校：湖南大学

本试卷分为基础题和提高题两部分 满分 120 分 时间 3 小时 30 分

说明：个人赛奖项分为全国奖和赛区奖. 全国奖先以

提高题得分为筛选标准，再按总得分排名，根据名次

最终确定获奖人；赛区奖直接按赛区内总成绩排名

确定获奖人. 全国奖获奖人不再重复获得赛区奖.

注意：答卷中各题所得的最后计算结果用分数表示

或用小数表示均可.

基础题部分 (填空题，共 60 分)

一、 (6 分) 如图 1 所示，正方体边长为 c，其上作

用四个力 F 1, F 2, F 3, F 4，各力大小之间的关系为

F1 = F2 = Fa，F3 = F4 = Fb. 试计算以下问题，并

将结果填在相应的空内.

图 1

(1) (2分)力系对 OA轴之矩的大小为

√
6

6
Fac−

2
√

3
3

Fbc；

(2) (2 分) 若此力系可简化为一个力，则 Fa 与

Fb 的数量关系为 Fb =
√

2
4

Fa；

(3) (2 分) 若 Fa = Fb = F，力系简化为一力螺

旋，则其中的力偶矩为
1− 2

√
2

2
Fc.

解答：

向点 O 简化

Fx = 0, Fy =
√

2
2

Fa, Fz =
√

2
2

Fa；

Mx = 0, My = −Fbc, Mz =
√

2
2

Fac− Fbc.

问题 (1)：MOA = MO · eOA =
√

6
6

Fac −
2
√

3
3

Fbc；

问题 (2)：MO · F R = 0 ⇒ Fb =
√

2
4

Fa；

问题 (3)：Mmin = MO · eFR
=

1− 2
√

2
2

Fc.

二、 (6 分) 如图 2 所示，两匀质轮 A 和 B 的质量

同为 m，半径同为 r. 轮 A 位于水平面上，绕于轮

B 的细绳通过定滑轮 C 后与轮 A 的中心相连，其

中 CA 段绳水平，CB 段绳铅直. 不计定滑轮 C 与

细绳的质量，且设细绳不可伸长. 系统处于铅垂平

面内，自静止释放. 试计算以下问题，并将结果填在

相应的空内. (重力加速度用 g 表示)

图 2

(1) (2分)若轮 A既滚又滑，则系统的自由度数

为 (3)；

(2) (4 分) 若轮 A 与水平支承面光滑接触，轮

B 下落的高度与时间的关系为
3
8
gt2.

本文于 2017–08–01 收到.
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解答:

问题 (1)：3 自由度.

问题 (2)：轮 A 平动. 分析轮 B，动静法求解：

FT = maA

∑
MB = 0 , FT r − Jα = 0

maAr − 1
2
mr2α = 0 ⇒ aA =

1
2
rα

∑
MD = 0 , m(aA + rα)r + Jα−mgr = 0

⇒ aA =
g

4

⇒ aB = aA + rα =
3g

4

⇒ hB =
1
2
aBt2 =

3
8
gt2

以上结果或通过求解刚体平面运动微分方程得到.

图 3

三、 (6 分) 桁架的杆件内力可以应用节点法、截面

法以及虚位移原理进行求解. 如图 4 所示，静定平

面桁架由水平杆、竖直杆和 45◦ 斜杆组成，在 B 处

受固定铰支座约束，A, C 两处由可水平运动的铰支

座支承. 桁架上作用了 3 个大小同为 F 的载荷，试

计算以下问题，并将结果填在相应的空内.

图 4

(1) (2 分) 杆 DH 的内力为 F (受拉)；

(2) (4 分) 杆 BE 的内力为 3
√

2F/2 (受压).

解答：

问题 (1)：对节点 H，依节点法，有

FDH = F (受拉)

图 5

问题 (2)：

解法 1—— 应用虚位移原理求解

−(Fh + 3Fh)δθ1 +

(
FBE

√
2

2
· 2h + Fh

)
δθ2 = 0

δθ1 = δθ2

FBE =
3
√

2
2

F (受压)

图 6

解法 2—— 几何静力学方法，需要列多个平衡

方程，下面列举其中一种解法.

取整体

∑
MB = 0 ⇒ FC − FA = 0 (1)

∑
FX = 0 ⇒ FBx − F = 0 (2)

∑
FY = 0 ⇒ FBy + FA + FC − 2F = 0 (3)

取最右边三角形构成的局部

∑
MJ = 0 ⇒ √

2FBEh + FC · 3h = 0 (4)
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图 7

最后取节点 B

∑
FX = 0 ⇒ −

√
2

2
FBE +

√
2

2
FBI − FBx = 0 (5)

∑
FY = 0 ⇒ −

√
2

2
FBE −

√
2

2
FBI + FBy = 0 (6)

FBE =
3
√

2
2

F (受压)

四、 (6分)如图 8所示，小车上斜靠着长为 l、质量

为 m 的均质杆 AB，其倾角以 θ 表示. 杆处于铅垂

平面内，B端与小车壁光滑接触，A端与小车底板的

摩擦角为 ϕm = 30◦. 小车由动力装置驱动 (图中未

画出)，沿水平直线轨道向左运动，且其运动可以被

控制.小车运动过程中，杆 AB 相对于小车始终保持

静止，试计算以下问题，并将结果填在相应的空内.

图 8

(1) (3分)若小车作匀速运动，则倾角 θ 要满足

的条件为 tan−1(
√

3/2) 6 θ < 90◦；

(2) (3 分) 若小车作加速度向右的减速运动，

则小车加速度 a 与倾角 θ 应满足的关系为: 若

tan−1

(√
3

2

)
6 θ < 60◦，则 a 6 g

(
2
√

3/3− cot θ
)
；

若 60◦ 6 θ < 90◦，则 a 6 g cot θ.

解答:

问题 (1)：

几何法求解：

因为
l

2
cos θ = l sin θ · tanϕm

⇒ θ0 = tan−1

(
1
2

cot ϕm

)

所以 tan−1
(√

3/2
)

6 θ < 90◦

图 9

解析法求解：

平衡方程





FAS − FB = 0

FAN −G = 0

FBl sin θ − Gl

2
cos θ = 0

结合物理方程

FAS

FAN
6 tanϕm

可得结果.

问题 (2)：

几何法求解：

当 θ0 = tan−1
(√

3/2
)

6 θ < 60◦
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图 10

加速度 a 的上限由 A 点临界滑动确定

tanψ =
CH

EH
=

OE −OB/2
BD/2

=
2
√

3
3

− cot θ

所以 amax = g tanψ = g

(
2
√

3
3

− cot θ

)

当 θ > 60◦ 时，加速度 a 的上限由杆绕 A 点翻转确

定，所以 amax = g cot θ. 以上过程也可以采用解析

法求解.

图 11

五、 (6 分) 如图 12 所示，圆形细环管在相连部件

(图中未画出) 带动下沿水平直线轨道纯滚动，管内

有一小壁虎，相对于环管爬行，壁虎可被视为一点，

在图中以小球 B 代替. 图示瞬时，壁虎与环管的中

心处于同一水平线上，壁虎相对环管的速率为 u，

相对速度的方向朝下，相对速度大小的改变率等于

0，环管中心 O 点的速度向右，速度大小也为 u，加

速度为 0. 环管中心圆的半径等于 R. 试计算以下问

题，并将结果填在相应的空内.

图 12

(1) (2分)在此瞬时壁虎相对地面的速度大小为√
5u；

(2) (2分)在此瞬时壁虎相对地面的加速度大小

为 4u2/R；

(3) (2分)在此瞬时壁虎在相对地面的运动轨迹

上所处位置点的曲率半径为 5
√

5R/8.

解答:

动点: 小球；动系: 细圆环

vB = ve + vr

图 13

则

v =
√

5u

vBx = ve cos 45◦ = u

vBy = −2u

τB =
vB

vB
=
√

5
5

i− 2
√

5
5

j

aB = ae + ar + aC , 为小球绝对加速度

ae =
u2

R
, ar =

u2

R
, aC = 2

u2

R

aB = ae + ar + aC = −4
u2

R

aB = −4
u2

R
i
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图 14

aτ
B = aB · τB = −4

√
5

5
u2

R
, 为绝对运动的切向加速

度, 与绝对速度的夹角大于 90◦, an
B =

√
a2

B − (aτ
B)2 =

8
√

5
5

u2

R
, 为绝对运动的法向加速

度，曲率半径 ρ =
v2

an
B

=
5
√

5
8

R.

六、(5 分) 图 15 所示结构中，铅垂杆①和斜杆②均

为弹性杆，斜杆②与水平线夹角为 θ，直角三角形

ABC2 为刚体，边 BC2 处于水平位置. 现将 C1 和

C2 联结在一起，已知 a, δ 和 θ，则求该两杆轴力用

到的

(1) (2 分) 平衡方程 (杆①、杆②的轴力分别用

FN1 和 FN2 表示) 为 2FN1 − FN2 cos θ = 0；

(2) (3 分) 变形条件方程 (杆①、杆②的变形分

别用 ∆l1 和 ∆l2 表示) 为 ∆l1 + 2∆l2/ cos θ = δ.

图 15

解答： (1) 以三角形刚体为研究对象，
∑

mB = 0 ⇒
2FN1 − FN2 cos θ = 0.

图 16

(2) 设三角形刚体绕 B 点转动小角 ϕ，

∵ ∆l2/cos θ = aϕδ −∆l1 = 2aϕ

∴ ∆l1 + 2∆l2/cos θ = δ

七、(5分)一种能量收集装置，可简化为图 17所示

悬臂梁模型. 梁 AB 长 l，弯曲刚度为 2EI；梁 BC

和 BD长均为 l，弯曲刚度均为 EI. 梁 AB与梁 BC

和 BD 通过刚节点 B 连接，三梁均处于水平位置.

梁和刚节点 B 的重量均不计.梁 BC 和 BD 端部固

定有重量均为 W 的物块，该两梁之间有小间隙. 则

梁端 D 的挠度与物块重量之比 fD/W = 8l3/(3EI).

图 17

解答

fD = fB + θBl + f ′D

其中

fB =
(2W )l3

3(2EI)
+

(2Wl)l2

2(2EI)
=

Wl3

6EI

θB =
(2W )l2

2(2EI)
+

(2Wl)l
(2EI)

=
3Wl2

2EI

f ′D =
Wl3

3EI

八、 (6 分) 已知一危险点的单元体处于平面应力状

态，最大切应变 γmax = 5 × 10−4，通过该点相互垂

直的微截面上正应力之和为 28MPa. 若材料的弹性

模量 E = 200 GPa，泊松比 ν = 0.25. 则

(1) (3 分) 该点主应力 σ1 = 54 MPa，σ2 =

0MPa，σ3 = −26MPa；

(2) (3分)用最大切应力强度理论校核时相当应

力 σr3 = 80 MPa.
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解答：G =
E

2(1 + ν)
= 80 GPa, σz = 0；

所以 σx−σy = 2×5×104×0.8×105 = 80 MPa，

又 σx + σy = 28 MPa，解得：σ1 = 54 MPa，σ2 = 0，

σ3 = −26MPa；于是 τmax =
σ1 − σ3

2
= 40 MPa，

σr3 = 2τmax = 80 MPa.

九、(6 分) 图 18 所示刚架中，水平梁为刚杆，竖直

杆①、②均为细长弹性杆，只考虑与纸面平行的平面

内的失稳. 则

(1) (2 分) 刚架失稳时载荷的最小值 F 由杆①

决定；(注：填入①，②)

(2) (4 分) 刚架失稳时载荷的最小值 F =

π2EI/(2l2).

图 18

解答：最低临界载荷对应两竖杆均朝一边变形，在

该变形情况下柱内无剪力，相当于悬臂柱，于是有

F =
π2EI

2l2

十、 (8 分) 图 19 所示等截面直角刚架 ACB，杆件

横截面为圆形，弯曲刚度为 EI，扭转刚度为 0.8EI.

C 处承受大小为 m、方向如图所示的外力偶，该力

偶矢量方向与刚架轴线处于同一平面内. 则

(1) (4 分) 截面 A 的弯矩 M =
5
√

2
18

m；

(2) (4 分) 截面 B 的扭矩 T =
2
√

2
9

m 或

−2
√

2
9

m.

图 19

解答：

ΘCC =
∫ a

0

M1M1

EI
dx +

∫ a

0

T1T1

GIp
dx+

∫ a

0

M2M2

EI
dy +

∫ a

0

T2T2

GIp
dy =

1
EI

∫ a

0

[
1√
2
·
(

m

2
√

2
+

X√
2

)
dx+

1√
2
·
(

m

2
√

2
+

X√
2

)
dy

]
+

1
GIp

∫ a

0

[
1√
2
·
(
− m

2
√

2
+

X√
2

)
dx−

1√
2
·
(

m

2
√

2
− X√

2

)
dy

]
= 0

图 20

求解，得

X = −1
2
·

1
EI

− 1
GIp

1
EI

+
1

GIp

m =
m

18

M =
X√
2

+
√

2
4

m =
5
√

2
18

m

T =
√

2
4

m− X√
2

=
2
√

2
9

m

或

T = −
√

2
4

m +
X√
2

= −2
√

2
9

m



536 力 学 与 实 践 2017 年 第 39 卷

提高题部分 (计算题，共 60 分)

十一、(共 15分)如题图 21(a)所示，质量均为 m的

圆轮和细直杆 AC 固结成一组合刚体.其中，杆 AC

沿圆轮径向，O 为圆轮轮心，C 点为轮与杆的固结

点，也是组合刚体的质心. 初始时刻，组合刚体静止

于水平面，左边紧靠高度为 r 的水平台阶，然后，

在图示不稳定平衡位置受微小扰动后向右倾倒，以

ϕ表示组合刚体在杆端 A与地面接触之前的转动角

度 (参见图 21(b)). 圆轮，半径为 r，组合刚体关于

过轮心 O 并垂直于圆轮的轴之转动惯量为 JO. 略

去各处摩擦，试求解如下问题.

(a)

(b)

图 21

(1) (5 分) 圆轮与台阶 B 点开始分离时的角度

ϕ 的大小？

(2) (6分)组合刚体的角速度与角度 ϕ的关系？

(3) (4 分) 圆轮右移的距离 S 与角度 ϕ 的关

系？

解答:

组合刚体的运动存在两个阶段，一是绕 O 的定

轴转动；二是质心水平速度保持不变的平面运动.首

先确定由定轴转动到平面运动的临界转角. 问题 (1),

刚体绕 O 作定轴转动. 依动能定理

1
2
JOω2 = 2mgr(1− cos ϕ) (1 分) (7)

ω2 =
4mgr

JO
(1− cos ϕ)

图 22

式 (7) 两边对时间求导

α =
2mgr

JO
sinϕ (1 分) (8)

式 (7) 也可由对点 O 的动量矩定理得到.

由质心运动定理

FN2 = 2m (−an
C sinϕ + aτ

C cos ϕ) (9)

an
C = rω2, aτ

C = rα. 方程 (9)也可由动静法得到. 式

(9) 中代入加速度

FN2 =
4m2r2g

JO
sinϕ (3 cos ϕ− 2) (2分)

球与凸台分离的角度由 FN2 = 0 确定.

ϕ0 = cos−1 2
3

(1 分)

对应角速度 ω0 = 2
√

mgr

3JO
.

问题 (2):

当 ϕ 6 ϕ0, ω = 2
√

mgr

JO
(1− cos ϕ) (1 分)

图 23

当 ϕ > ϕ0 时，组合刚体与台阶脱离接触，作平面运

动，水平方向动量守恒，质心 C 的水平速度不变，

为

vCx0 = rω0 cos ϕ0 =
4r

3

√
mgr

3JO
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O 点速度 vO 水平，以其为基点，质心 C 的速度表

示为

vC = vO + vCO (1 分)

质心 C 的水平速度为

vCx = vO + rω cos ϕ = rω0 cos ϕ0 (1 分) (10)

依动能定理，有

1
2
JCω2 +

1
2
× 2m× [

(vCx0)2 + (rω sinϕ)2
]

=

2mgr(1− cos ϕ) (2 分) (11)

其中，JC = JO − 2mr2.

由式 (11) 解出

ω =

√
4mgr(1− cos ϕ)− 2mr2ω2

0 cos2 ϕ0

JO − 2mr2 cos2 ϕ
=

2
3

√
9mgr(1− cos ϕ)− 2mr2ω2

0

JO − 2mr2 cos2 ϕ

(当 ϕ > ϕ0) (1 分)

其中，ω0 = 2
√

mgr

3JO
, ϕ0 = cos−1

(
2
3

)
.

问题 (3):

当 ϕ 6 ϕ0 时，S = 0 (1 分)

当 ϕ > ϕ0 时，圆盘向右发生水平移动和转动.

注意到

vO =
dS

dt
=

dS

dθ

dθ

dt
= ω

dS

dθ
(1 分)

图 24

由式 (10) 有

dS

dθ
=

rω0 cos ϕ0

ω(θ)
− r cos θ (1 分)

积分上式，并注意到 sinϕ0 =
√

5
3
，得

S = rω0

∫ ϕ

ϕ0

√
JO − 2mr2 cos2 θ

9mgr(1− cos θ)− 2mr2ω2
0

dθ−

r

(
sinϕ−

√
5

3

)
(ϕ > ϕ0) (1 分)

十二、 (共 15 分) 如图 25 所示，边长为 h、质量为

m 的均质正方形刚性平板静置于水平面上，且仅在

角点 A、C 和棱边中点 B 处与水平面保持三点接触.

位于水平面上的小球以平行于 AC 棱边的水平速度

vb 与平板发生完全弹性碰撞，碰撞点至角点 A的距

离以 b 表示. 已知平板关于过其中心的铅直轴的转

动惯量为 J = mh2/6，在 A、B 和 C 三点处与水平

支承面的静摩擦因数和动摩擦因素均为 µ. 略去碰

撞过程中的摩擦力冲量，试求

(1) (3 分) 碰撞结束瞬时，平板的速度瞬心位

置？

(2) (3 分) 若 b = 5h/6，计算碰撞结束瞬时平板

的角加速度？

(3) (9分)设小球的质量为 m/21. 碰撞后，板在

水平面内绕 B 点转动，则碰撞点的位置 b和碰撞前

小球速度 vb 应满足的条件？

图 25

解答:

两物体碰撞及速度突变都发生在水平面内，在

铅直方向，方板仍然处于平衡状态. 由空间平行力

系的平衡知三个支撑点的铅直方向反力. 支承面对

方板的水平约束力就是动或静摩擦力，由摩擦定律

知摩擦力与铅直反力成比例. 因此，在碰撞阶段，水

平摩擦力的冲量略去不计.

图 26
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图 27

问题 (1):

记碰撞冲量为 I，考察板

mvO0 = I

JOω0 = I

(
h

2
− b

)




(1 分) (12)

JO =
1
6
mh2，由式 (12) 解出

vO0 =
I

m
, ω0 =

6I

mh2

(
h

2
− b

)

碰撞结束瞬时，板作平面运动的速度瞬心位于通过

点 B′ 和点 B 的直线上.

由 vO0 − xω0 = 0 (1 分) 得

x =
h

6(1/2− b/h)

(
b 6= h

2

)
(1 分) (13)

当 b = h/2 时，板作平移，速度瞬心在无穷远处. 式

中，x 坐标的原点在点 O，向右为正，向左为负.

问题 (2):

将 b = 5h/6代入式 (13)，有 x = −h/2，板逆时

针转动. 此时，板的速度瞬心在 AC 棱边中点. 碰撞

结束瞬时，板的角加速度由相对于质心的动量矩定

理确定.

JOα = MO (1 分) (14)

板在水平面内受 3 个滑动摩擦力作用，如下图所示.

图 28

MO =
µmgh

2
(1 分)

代入式 (14)，有

α =
3µg

h
(顺时针) (1 分)

问题 (3):

B 点速度 vB = 0，由式 (13) 知

b =
h

6
(1 分)

由对 B 点的动量矩守恒得到

m

21
vb · 5

6
h = JBω0 − m

21
v′b ·

5
6
h (1 分) (15)

图 29

其中，v′b 为小球的反弹速度

JB = JO +
m

4
h2 =

5
12

mh2

碰撞点 D 的法向速度为

[vD]n = BD · ω0 · cos θ =
5
6
hω0

完全弹性碰撞条件为

v′b + [vD]n = vb (1 分) (16)
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结合式 (15) 与式 (16)，解出

ω0 =
3vb

17h
(1 分)

B 点的静摩擦力满足
√

(Fn
B0)

2 + (F τ
B0)

2 6 µmg

2
(1 分) (17)

由质心运动定理和对 B 点的动量矩定理

man
O0 = Fn

B0

maτ
O0 =

µmg
√

5
5

+ F τ
B0

JBα0 = MB =
µmgh

√
5

4





(1 分) (18)

其中，an
O0 =

h

2
ω2

0 , aτ
O0 =

h

2
α0

由式 (18) 解出 α0 =
3
√

5µg

5h
, aτ

O0 =
3
√

5µg

10
,

F τ
B0 =

√
5µmg

10
, Fn

B0 =
1
2
mhω2

0 . 再由式 (17)，得到

vb 6 34
3

√√
5µgh

10
(1 分)

此后，板作减速转动，ω < ω0, an
O <

h

2
ω2

0 , 所以

Fn
B < Fn

B0. 可见，板在停止转动之前，其 B 端能保

持静止不动. (1 分)

十三、 (15 分) 图 30 示圆环细杆，材料的弹性模量

为 E，受集度为 m、矢量方向与环杆轴线相切的均

布力偶载荷，变形时杆件始终保持弹性状态，且横截

面符合平面假设. 环杆轴线半径为 R，环杆横截面

为圆，其半径为 r，且 r/R ¿ 1. 试确定：

(1) (3 分) 横截面上的内力；

(2) (10 分) 横截面的转角 ϕ；

(3) (4 分) 求横截面上内力的最大值.

【提示】：当Y/X ¿ 1 时可做简化：X + Y ≈ X.

图 30

解答: (1) 横截面上的内力:

由半环杆的力偶平衡得

Mz = −mR(´) (1 分) (19)

图 31

以右端为例. 通过 (ρ, θ)点的圆周线正应变 ε为

ε =
w

R + ρ cos θ
=

ρ(cos(θ + ϕ)− cos θ)
R + ρ cos θ

(5 分)

ε ≈ ρ

R
(cos(θ + ϕ)− cos θ)

图 32

σ = Eε ≈ E
ρ

R
[cos(θ + ϕ)− cos θ] (20)

Mz =
∫

A

yσdA , My = −
∫

A

zσdA

考虑到转角 ϕ 比较大，因此在变形后截面上一

点的位置坐标表达为

y = ρ sin(θ + ϕ) , z = ρ cos(θ + ϕ)

将式 (20)及上述二式代入 Mz 和 My 表达式，

有

Mz =
∫∫

ρ sin(θ+ϕ)
Eρ(cos(θ + ϕ)−cos θ)

R+ρ cos θ
ρdθdρ ≈

∫∫
ρ sin(θ + ϕ)

Eρ[cos(θ + ϕ)− cos θ]
R

ρdθdρ =

E

R

∫ 2π

0

sin(θ + ϕ)[cos(θ + ϕ)− cos θ]dθ

∫ r

0

ρ3dρ
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My =−
∫∫

ρ cos(θ+ϕ)
Eρ[cos(θ+ϕ)−cos θ]

R+ρ cos θ
ρdθdρ ≈

−
∫∫

ρ cos(θ+ϕ)
Eρ(cos(θ+ϕ)−cos θ)

R
ρdθdρ =

−E

R

∫ 2π

0

cos(θ+ϕ)[cos(θ+ϕ)−cos θ]dθ

∫ r

0

ρ3dρ

计算出积分可得

Mz = −πEr4

4R
sinϕ (´) (21)

My = −πEr4

4R
(1− cos ϕ) (22)

比较式 (19) 与式 (22) 得

sinϕ =
4R2m

πEr4
(23)

由此式可见，为了 m恒正，即 m与题目中所画

方向相同而不矛盾，ϕ 的取值限定为 0 6 ϕ < π.

式 (23) 代入式 (22) 得

My = −πEr4

4R


1−

√
1−

(
4R2m

πEr4

)2

 (2 分)

(24)

总之，横截面上的非零内力为

弯矩 Mz = −mR(´)，

My = −πEr4

4R


1−

√
1−

(
4R2m

πEr4

)2



(其余内力分量为零，不用写出)

式 (21) 或式 (23) 也可用能量法求得.

(2) 横截面的转角 ϕ：

由式 (23) 得转角

ϕ = sin−1

(
4R2m

Eπr4

)
(2 分)

(3) 内力的最大值 Mmax

利用式 (21) 和式 (22) 算出横截面上的合弯矩

M =
√

M2
z + M2

y =
πEr4

2R
sin

ϕ

2
可见，当 ϕ = π 时，M = Mmax (1 分)

Mmax =
πEr4

2R
(2 分)

图 33

十四、 (15 分) 图 34 和图 35 所示的薄壁圆环管

压力容器，壁厚为 t，环管横截面平均直径为 D，环

管轴线半径为 R. 为了加固压力容器，用一根直径

为 d 的细钢丝缠绕圆管，钢丝缠绕时拉紧，以至于

钢丝与压力容器间的摩擦力达最大. 缠绕的钢丝相

邻两圈间相互紧挨，但可忽略其相互挤压作用. 只

考虑钢丝因长度方向拉伸引起的变形，即可忽略钢

丝的弯曲、扭转等变形. 设 t/D ¿ 1，D/R ¿ 1 且

d/D ¿ 1. 钢丝材料的弹性模量为 Es，压力容器材

料的弹性模量和泊松比分别为 E 和 ν，钢丝与压力

容器间的摩擦因数为 µ.

图 34

图 35
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(1)已知：钢丝缠绕圈数的最大值 n为偶数，当

环管外表面缠满钢丝时，如图 35 所示，钢丝最大拉

力为 P . 环管外表面缠满钢丝后将钢丝两端互相连

接，并让钢丝缓慢松弛. 求此时：

① (3 分) 钢丝的伸长量 ∆l0;

② (2 分) 钢丝的张力 F0;

③ (5 分) 环管横截面上的应力 σl 及环管柱面

形纵截面 (参考图 36) 上的应力 σv.

图 36

(2) (5 分) 在 (1) 中状态的基础上，压力容器施

加内压，压强为 p. 试写出关于钢丝张力增量 ∆F、

环管柱面形纵截面上应力增量 ∆σv 的联立方程组.

【提示】：做简化处理：cos
π

n
≈ 1；若 X/Y ¿ 1，则

Y + X ≈ Y .

解答：

(1) 钢丝缠绕圈数的最大值 n

记

R′ = R− D + δ + d

2

那么

α

2
= tan−1

(
d

2R′

)

钢丝缠绕圈数的最大值 n 为

n =
2π

α
=

π

tan−1

(
d

2R′

) ≈ π

tan−1

(
d

2R

) (25)

记 D′ = D + δ

图 37

① 钢丝的伸长量 ∆l0

由力的平衡可得

g · D′

2
= F

qD′

2
=

∂F

∂θ

q = µg

F |θ=2nπ = P





(26)

解此方程，得

F (θ) = P eµ(θ−2nπ) (27)

始端拉力可通过钢丝末端拉力 P 表达为

F (0) = P e−2nπµ

钢丝绕满环管表面后两端刚连接之前，钢丝伸长量

∆l0 =
∫

0

N(θ)
EsA

ds =
1

EsA

∫ 2nπ

0

F (θ)
D′

2
dθ

即

∆l0 =
D′

2EsA
P e−2nπµ 1

µ
eµθ

∣∣2nπ
0 =

D′P
2EsAµ

(1− e−2nπµ) ≈ DP

2EsAµ
(1− e−2nπµ)

(28)

② 钢丝的张力 F0

两端连接的钢丝松弛后，钢丝伸长量将保持不

变，从而拉力将沿钢丝长度不变，即 F = F0, 恒定.

那么，有

∆l0 =
F0nπD′

EsA
(29)

由此得钢丝的张力

F0 =
EsA∆l0
nπD′ =

P

2µnπ
(1− e−2nπµ) (30)

③ 环管的应力 σl 和 σv
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求管道横截面上的应力 σl：用一个竖直平面沿

管道环线的直径将压力容器切开成相等的两半，由

力的平衡可知

σl = 0 (31)

求环管柱面形纵截面上的应力 σv：先用一个竖

直平面沿管道环线的直径切开，再用过管道轴线的

竖直圆柱面将管道切成两半.

图 38

可分两种情形讨论.

情形 1：如下图所示

α = 2π/n，记 θj = (j − 1/2)α，平衡方程为

n/2∑

j=1

F0 sin θj − σv · 2R · 2δ − 2
πD

2
δσl = 0 (32)

图 39

由图不难看出，其中和式可计算如下

n/2∑

j=1

sin θj =
1
d′

n/2∑

j=1

d′ sin θj =
1
d′

2R =
2R

d′
(33)

式中，d′ 计算如下

因为

d

d′
=

R′

R
=

R− D + δ + d

2
R

= 1− D + δ + d

2R

所以

d′ =
d

1− D + δ + d

2R

将式 (33) 代入式 (32)，得

2
F0

d′
R− 4σvRδ − πDδσl = 0 (34)

σv =
1

4Rδ

(
F02R

d′
− πDδσl

)

将式 (31) 代入上式得

σv =
F0

2δd′

即

σv =
P

4µnπδd′
(1− e−2nπµ) ≈ P

4µnπδd
(1− e−2nπµ)

(35)

情形 2：如下图所示

可列出
n
2−1∑

j=1

F0 sin θj − σv2R2δ − σlπDδ = 0

θj = jα , α =
2π

n
n
2−1∑

j=1

d′ sin θj = 2R cos
α

2
= 2R cos

π

n
≈ 2R

图 40

将上式与式 (32) 比较可见，做近似处理

cos (π/n) ≈ 1 后，本情形中和式结果与情形 1 的

相同. 于是可认为式 (34) 对所有情形恒成立.

(2) 环管柱面形纵截面上的应力 σv

当有内压 p 时，记由于施加 p 而引起的竖直纵

截面上的应力增量为 ∆σv(压为正)，钢丝与管外表

面间压应力增量为 ∆σg(压为正)，钢丝拉力增量为

∆F (拉为正)，管横截面应力增量为 ∆σl(压为正).

求环管道横截面上的应力增量 ∆σl：用一个竖

直平面沿管道环线的直径将压力容器切开成相等的

两半，可知代替方程 (31) 的是

πDδ∆σl = −π

4
D2p
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图 41

即

∆σl = −Dp

4δ
(36)

求环管柱面形纵截面上的应力 σv：变形协调方

程为 ∆εs = ∆εv，此即

4∆F

Esπd2
= − 1

E
[∆σv − ν(∆σl + ∆σg)] (37)

图 42

参考式 (31) 有

∆g · D′

2
= ∆F

而 ∆σg =
∆g

d
.

将式 (36) 及上式代入式 (37)，得

4∆F

Esπd2
= − 1

E

[
∆σv − ν

(
−Dp

4δ
+

2∆F

D′d

)]
(38)

在有 p 存在的情况下，仿照式 (34) 可写出

2
R

d′
∆F − 4Rδ∆σv − πDδ∆σl =
[
2R(D − δ) +

π

4
(D − δ)2

]
p

将式 (36) 代入，上式变为

2
R

d′
∆F − 4Rδ∆σv +

πD2

4
p =

[
2R(D − δ) +

π

4
(D − δ)2

]
p (39)

式 (38)、式 (39) 即为关于 ∆F 和 ∆σv 的联立方程

组.

图 43
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